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https://www.geogebra.org/graphing
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Mondmios impares

e
, 7
f(x) = x2n—1
Dom(f) =R, Im(f) =R /
f(xX)=0 <= x=0 '
f(x)>0 <= x>0 S o s 7 2 7
Tem simetria impar: f(—x) = —f(x) i
Exemplo: x, x°, x° /
A 9:'[ \ \ \
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Mondmios pares

i
|

/

f(x) = x2"

Dom(f) =R, Im(f) = [0, o).
f(xX)=0 < x=0
f(x)>0 <= x#0

Tem simetria par: f(—x) = f(x) : /1

Exemplo: x?, x*, x® \\\
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Funcgdo exponencial

f(x) = & pEEESRESH /
Dom(f) = R, Im(f) = (0, c0).

f(x) > 0 para todo x € R.
Exemplo: e, &, e X Nl
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Funcao seno

f(x) = sin(x)

Dom(f) =R, Im(f) = [-1,1]. m
f(x)=0 < x=Km, k €Z. m\ A /\ p
f(x) >0 < x € (2km, (2k + 1)), T\ e A 5

ket (ARV] M (VAAVANVABY/

Tem simetria impar: f(—x) = —f(x)
Exemplo: sin(x), sin(4x)
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Funcao cosseno

f(x) = cos(x)
Dom(f) =R, Im(f) = [-1,1].
f(X)=0 <= x=kn 5, kcZ.

f(x)>0 < x¢ N/\ MN\ /\/W
(2k — ). (2k + D)m) ke Z. \VAAVELY A VRV VBV
Tem simetria par: f(—x) = f(x)
Exemplo: cos(x), cos(4x)

E verdade que cos(x) = sin(x + %)
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Funcao raiz par

f(x) = ¥/x
Dom(f) = [0, o), Im(f) = [0, c0)
f(x)=0 < x=0.

f(x) >0 < x>0.

Ndo tem simetria.

Exemplo: /x, v/x I S E O
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Funcao raiz impar

f(x) = =%

Dom(f) =R, Im(f) =R

f(x)=0 < x=0.

f(x)>0 < x>0.

Tem simetria impar f(—x) = —f(x).
Exemplo: /x, /x
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Funcdo logaritmo

Dom(f) = (0, 00), Im(f) = R. g L [
f(xX)=0 <= x=1. .

f(x) >0 < x>1.

Ndo tem simetria.

Exemplo: In(x), logo(X), logo(x).

E verdade que log,(x) = ::g’g
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Inversos de mondmios

f(x) = Xn, n > 1 inteiro.

Dom(f) =R\ {0}

f(x) # 0 para todo x € R.

Se n é par, f(x) > 0 para todo

x € Dom(f).

Senéimpar, f(x) >0 < x> 0.

Tem simetria par se n é par, e tem
simetria |'mpar se n é impar.

1
Exemplo: ! Y XQ, IR
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Valor absoluto

f(x) = |x|.

Dom(f) =R

f(x)=0 < x=0.

f(x) >0 < x#0.

Tem simetria par: f(—x) = f(x)
Exemplo: |x|.
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Questao de dominios

Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g)
Dom(f - g) = Dom(f) N Dom(g)

Dom(f o g) = Dom(g) N g~'(Dom(f))
Dom(}) = Dom(f) N {x € R: f(x) # 0}

Exemplo

Tomemos a fungdo X — log(1r5)-

Dom(log(HJW)) = Dom(HJW) N g~ "(Dom(log X))
=[Dom(1 +cosx)N{x € R: 1+ cosx #0}] N{x € R: 1+ cosx € Dom(log) = (0, 00)}
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Questao de dominios

Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g)
Dom(f - g) = Dom(f) N Dom(g)

Dom(f o g) = Dom(g) N g~ (Dom(f))
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Tomemos a fungdo X — log(175)-
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1+cos x
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Questao de dominios
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Questao de dominios

Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g)
Dom(f - g) = Dom(f) N Dom(g)

Dom(f o g) = Dom(g) N g~ (Dom(f))
Dom(}) = Dom(f) N {x € R: f(x) # 0}

Tomemos a fungdo x — log(sra +c105X)-

Dom(log(@m)) = Dom(H!W) N g~ "(Dom(log x))
=[RmRm[R\{(2k— ) k € Z}]} N [R\ {(2k — 1)7: k € Z}]
—R\ {(2k — 1)7: k € Z}
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Continuidade e diferenciabilidade

Todas as fungdes vistas sdo continuas em todo o seu dominio.

Todas as funcdes vistas sdo diferencidvels em todo o seu dominio exceto /X,
que nao é diferencidvel em x = 0 (tem inclinagdo infinita), e |x|, que ndo é
diferenciavel em x = 0 (deveria ter dos inclinacdes diferentes, —1 e +1).
Definicao de derivada

. vh=+0
i, Y o g
e _ . |h[—10]
h|—|>r8— h 1#+1= h|—|>r3+ h 2)
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O que é a continuidade

A continuidade é la propriedade de uma funcao f num ponto p € R de transformar
pontos x proximos a p em pontos f(x) proximos f(p). Mas...quanto de préximos?
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O que é a continuidade

A continuidade é la propriedade de uma funcao f num ponto p € R de transformar

pontos x proximos a p em pontos f(x) proximos f(p). Mas...quanto de préximos?
Arbitrariamente perto.
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O que é a continuidade

A continuidade é la propriedade de uma funcao f num ponto p € R de transformar

pontos x proximos a p em pontos f(x) proximos f(p). Mas...quanto de préximos?
Arbitrariamente perto.

Se quisermos que f(x) esteja a uma distancia menor que ¢ de f(p), teriamos que
tomar x a uma distancia muito pequena de p.
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O que é a continuidade

A continuidade é la propriedade de uma funcao f num ponto p € R de transformar
pontos x proximos a p em pontos f(x) proximos f(p). Mas...quanto de préximos?
Arbitrariamente perto.

Se quisermos que f(x) esteja a uma distancia menor que ¢ de f(p), teriamos que
tomar x a uma distancia muito pequena de p. Em outras palavras

Defini¢ao

Uma funcgao f: [a,b] — R (a < b) é continua em c € [a, b] se e s se para todo ¢ > 0,
existe é(e, p) > 0 tal que

d(f(x),f(p)) <e  sed(x,p) < d(e,p)
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A funcdo f(x) = /x é continua em 0 porque para todo ¢ > 0, existe §(e,0) = 2 > 0 tal
que

d(£(x), f(0)) = d(vx,0) = VX < \/o(z) < e se d(x,0) < (e, 0)

S. Verdasco Ramos Funcdes 7 de agosto de 2025 17/29



Exemplos

Exemplo
Afuncdo f: [-1,1] = R,

1 sex=1paraneN
f(x) = n Parame
0 Caso contrario

nao é continua em 0 porque para e = % e para todo § > 0, existe um ponto x tal que
d(x,0) < mas d(f(x), f(0)) > % Precisamente, x = :—, para n suficientemente grande.
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Exemplos

Afuncdo f: [-1,1] = R,

f(x) = 1 sex=1lparaneN
0 caso contrario

é continua em 0 porque para todo ¢ > 0, podemos pegar d(¢,0) = ¢ > 0, entdo

1
d(f(x), £(0)) = {X X" n

L <x<d(e)=¢
0 caso contrario

se d(x,0) < 4(e,0).
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Consequéncias da continuidade

Proposicdo

Se f é continua em ¢, podemos trocar limites que convergem para ¢ com a funcdo f:
se (an)n C [a, b] € uma sequéncia que converge para ¢, entdo (f(ap)), € R também é
convergente e

Jim f(an) = f(nli_@o an) = f(c) .
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Diferenciabilidade

A diferenciabilidade de uma funcdo f num ponto p é a propriedade de ser bem
aproximada por uma reta perto do ponto p. Mas...quanto de bem aproximada?
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Diferenciabilidade

A diferenciabilidade de uma funcdo f num ponto p é a propriedade de ser bem

aproximada por uma reta perto do ponto p. Mas...quanto de bem aproximada?
Arbitrariamente bem!

S. Verdasco Ramos Funcgdes 7 de agosto de 2025 19/29



Diferenciabilidade

A diferenciabilidade de uma funcdo f num ponto p é a propriedade de ser bem
aproximada por uma reta perto do ponto p. Mas...quanto de bem aproximada?
Arbitrariamente bem!

Procuramos una reta da forma r(x) = f(p) + mx para algum m € R (inclina¢do) tal

que para todo ¢, "a distancia" entre a f e r seja menor que e num pequeno ambiente
de p.
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Diferenciabilidade

A diferenciabilidade de uma funcdo f num ponto p é a propriedade de ser bem
aproximada por uma reta perto do ponto p. Mas...quanto de bem aproximada?
Arbitrariamente bem!

Procuramos una reta da forma r(x) = f(p) + mx para algum m € R (inclina¢do) tal

que para todo ¢, "a distancia" entre a f e r seja menor que e num pequeno ambiente
de p. Em outras palavras,

Definicao

Uma funcado f: (a,b) — R é diferenciavel em p se e sé se existe m < R tal que para
todo ¢ > 0, existe d(s, p) > 0 tal que

d(f(x), [f(p) + mx]) <elx —p|  sed(x,p) <i(e,p).

Entdo, diz-se que m é a derivada de f em p e escrevemos f'(p) = m.

v

S. Verdasco Ramos Funcdes 7 de agosto de 2025 19/29



Diferenciabilidade

Observacao

Se f é diferenciavel em p, e m, n € R sao dos inclina¢des possiveis, entdo n = m. Isso
significa que podemos definir a fun¢ao derivada f" a partir de f!
Além disso, f é diferenciavel em p se e s6 se existe o limite

i 100 = 10)
Xx=p  X—p

Nesse caso, a inclinagdo f'(p) é o valor do limite. Mas...como é definido este limite?

Proposicao

Se f é diferencidvel em p, entdo f é continua em p.
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Derivada e crescimento

Se f é diferencidvel em p e f'(p) > 0, entdo existe § > 0 pequeno tal que para todo
x € (p—4,p), f(x) < f(p), ese x € (p,p+9), entdo f(p) < f(x).

Proposicao

Seja f: | — R uma funcdo definida num intervalo aberto /. Suponha que existe c € /
tal que f(c) > f(x) (f(c) < f(x)) para todo x € . Se f é diferenciavel em ¢, entdo
f'(c) = 0.

Esta proposicdo diz-nos que para encontrar os extremos relativos de uma f
diferenciavel num intervalo aberto /, nos temos que procurar os zeros da fung¢ao f’
em /.
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Tabela de derivadas

(700 70|
X© ax 1

e* eX

Inx )1—(

sinX | cosX
cosX | —sinx
fog | (fog)-g
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Convexidade e concavidade

A convexidade de uma funcdo é uma forma de compreender como o grafico de uma

funcdo se curva. A convexidade é uma propriedade global de um grafo num
intervalo: f: I — R é convexa em [/ se e s6 se

F(1—tx+1ty) <(1-DFX)+tHy) VYx<yel, Vte[o1].
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Curvatura

A convexidade tem um analogo local: a curvatura. Esta é calculada através da
segunda derivada: se f”(x) < 0 para todo x € /, entdo f é cdbncava em /; se f’(x) > 0
paratodo x € /, entdo f é convexa em /.

Proposicao

Seja f: | — R diferenciavel, com f'(p) = 0 paraum p € I. Se f’(p) > 0, p € um minimo
relativo de f, se f’(p) < 0, p € um maximo relativo de f.
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Zeros de uma funcao

O conjunto de zeros de uma fungao f é o conjunto

Z(f) = {x € Dom(f): f(x) = 0}

Proposicao
Z(f-g) = Z(f)u Z(9).
Z(eX) =0
Z(log) = {1}
Z(sin) =nZ = {kn: k € Z}
Z(cos) =nZ — 5 ={kn — 5: k€ Z}.
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teorema do valor intermediario

Teorema

Seja f: [a, b] — R uma funcdo continua em todo [a, b]. Se f(a) < f(b), entdo para todo
f(a) < d < f(b) existe a < ¢ < b tal que f(c) = d.

Corolario
Seja f: [a, b] — R uma funcdo continua em todo [a, b]. Se f(a) < 0 < f(b) ou
f(a) > 0 > f(b), entdo existe c € [a, b] tal que f(c) = 0.
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Exercicio

Estude as fung¢des
f(x) = Vx2 —4|x +1]
g(x) = Vi —dx+2

h(x) = \/:—;‘?

m(x) = 2v/x + 4 cos(5x)

e esboce um grafico delas no intervalo [-5, 5].
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Regra de I'HOpital

Sejam f, g: (a,b) — R func¢®es diferenciaveis, g’(x) # 0 para todo x € (a, b). Se
limy_p- f(X) = 0o = limx—o0 9'(X)
ou limy_p- f(x) = 0 = limx_00 g’ (X)

mas o limite lim,_, ;- g,(( )) existe, entdo

f(x) . P(x)

lim —% =1

X—b— g(x) X—b— g’(x) ’
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Exercicio

Calcula os seguentes limites:

: sin X
limy o+ >3~
limy 1 X

limy_,o+ X log X

. cos X—1
limy o+ X2

. cosx—1—%x2
limy 0+ ——a—=—
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