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Sucessoes

Defini¢ao
Una sucessé@o é uma colecdo de numeros numa determinada ordem.

Formalmente, uma sucessao de numeros reias é una fun¢do a: N — R. Escrivimos
(an)n para denotar uma sucessao com termo geral a(n) = ap.

a =1 .
an=2"—-3nr"+ sin(n) , ou ! (factorial)
an="N-an
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Sucessdes monoétonas

Defini¢ao

Uma sucessao (an)n é dita crescente se e so se a1 > ap para todos n € N.
Uma sucessao (an)n é dita decrescente se e s6 se an 1 < a, para todos n € N.
Uma sucessao (an)n é dita mondtona se e sé se (ap), é crescente ou decrescente.

Exemplo
A sequéncia com termo geral a, = n é crescente porque

an1=n+1>n=ay vV neN.
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Quando uma sequéncia € monaotona

Proposicao
Uma sequéncia (an)n é crescente se e so se:
apy1 — ap > 0 paratodone N.
&t > 1 paratodo n e N.
n
(—an)n é decrescente.
(2-)n é descrecente.
(f(an))n é crescente, se f é uma funcdo crescente no intervalo onde esta contida
a sucessao.

Além disso, se a, = f(n) para uma funcdo f crescente, entdo (a,), é crescente (O
facto de (ap), ser crescente ndo diz nada sobre tal f!). Se f é derivavel, entao
podemos estudar o crescimento de f utilizando a sua derivada.
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Outro exemplo

A sequéncia com termo geral a, = \/n é crescente porque

Bt — an = VAT T — A= \/_—m(\/—n+1 _A)

_(n+1)—n 1 -0
T Vnii+vn Vari+vn©

A Ultima desigualdade deve-se ao facto de v/n+1++/n > 0 paratodo n € N.
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Outro exemplo

A sequéncia com termo geral a, = \/n é crescente porque

an+1—an=vn+1—\/ﬁ:%(m_\/,—7)

_(n+1)—n 1 -0
T Vnii+yvn Vari+vno

A Ultima desigualdade deve-se ao facto de v/n+1++/n > 0 paratodo n € N.

A sequéncia (n?), é crescente. Para ver isso, pegamos a sequéncia ap = n, que é
crescente e contida em [0, o), e a funcdo f(x) = x? que é crescente no intervalo
[0, 00). ENtdo, a sucessdo (f(an))n = (n?), é crescente.
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Convergéncia de sequéncias

Para falar sobre convergéncia de sucessdes, primeiro temos que introduzir outros
conceitos.

Defini¢ao

Um subconjunto de numeros reais X C R é limitado superiormente (inferiormente)
se 0 sO se existe uma cota superior (inferior), por outras palavras, existe um nimero
real C tal que x < C (x > C) para todo x € X.

Diz-se que X é limitado se X é limitado superior e inferiormente.

O conjunto X = (—1,5] = {x e R: —1 < x <5} éum conjunto limitado. 5 é uma cota
superior de X, e —300 é uma cota inferior de X.

O conjunto X = {2 — 15: n € N} é um conjunto limitado porque esta contido em
[_172)'
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O conjunto de numeros naturais é ilimitado

Um conjunto diz-se ilimitado se nao limitado.

Proposicao
O conjunto dos numeros naturais N ndo é limitado superiormente, por outras
palavras, para todo C > 0, existe n € Ntal que C < n.

Propriedade arquimediana

(Geral) Para todos numeros reais positivos x, y, existe um numero natural n tal que
ny > x.

(Particular y = 1) Para todo numero real positivo x, existe um nimero natural n tal
que n > Xx.
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Sucessdes que tendem ao infinito

Defini¢ao
Uma sucessao (an), tende ao infinito se e sé se para todo nimero natural M € N

(grande), existe um indice ny, a partir do qual a, > M para todo n > ny,. Escrevemos
an — 00.

Proposicao
A sequéncia (an), com termo geral a, = ntende ao infinito.

Demonstracao Para todo numero natural M, pegamos ny = M e temos para todo
n> ny
an=n>ny=M

como querl'amos ver. L]
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Exemplos de sucessdes que tendem ao infinito

Proposicdo
A sequéncia (1/n), tende ao infinito.
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Exemplos de sucessdes que tendem ao infinito

Proposicdo

A sequéncia (1/n), tende ao infinito.

Demonstrac¢do. Seja M um numero natural arbitrario (pense que € grande).
Pegamos ny = MZ?. Entdo, paratodo n > ny

an=vn>\ny=vM2 =M.

Para esta desigualdade, utilizdmos que a sucessédo (y/n), é crescentel.

S. Verdasco Ramos Sucessdes 7 de agosto de 2025 9/20



Exemplos de sucessdes que tendem ao infinito

Proposicdo
A sequéncia (1/n), tende ao infinito.

Demonstrac¢do. Seja M um numero natural arbitrario (pense que € grande).
Pegamos ny = MZ?. Entdo, paratodo n > ny

an=vn>\ny=vM2 =M.

Para esta desigualdade, utilizdmos que a sucessédo (y/n), é crescentel.

A sequéncia (log(n))n, tende ao infinito.

Demonstrac¢ao por Adérito no slide seguinte.
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A sequéncia (log(n)), tende ao infinito




Distancia entre niUmeros reais

Para poder falar de proximidade entre niumeros, precisamos ser capazes de dizer o
quao proximos ou distantes estao dois numeros. Por isso, definimos uma distancia
entre numeros reais

Definicao

|

Definimos a distancia entre dois nimeros reais x e y como o valor absoluto da sua
diferenca, ou seja,

d(x,y) = |x —y|

d(x, y)—Oseesésex—y
Se x # y, entdo x < XX < y.
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Limites de sucessoes

Definicao

Dada uma sucessao de numeros reais (an),, um limite de (a,), € um namero real / tal
que para todo £ > 0 existe um ordem n. € N tal que

d(ap,/)<e VYn>n..
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(1/n), converge a 0

Proposicao

A sequéncia (1), tem 0 como limite.

Demonstracdo. Seja ¢ > 0. Buscamos um ordem n. € N a partir do qual d(},,O) <e
se n > 0. Para isso, tem que satisfacer-se }, < g, ou equivalentemente, n > g Entao,
por a propriedade arquimediana para o numero real % existe n. € N tal que n. > %
Entdo, se n > n,,

1
S_

o0 = 1< <,

como queriamos provar. O
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Algumos exercicios

Provar que as sequéncias (#),7 e (@)n sdo decrescentes.
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Exclusividade do limite

Proposicao
Seja (an)n uma sequéncia de numeros reais. Se / e L sdo limites de (a,)n, entdo / = L.

= _ d(Lh
Demonstragdo. Suponhamos que / # L. Tomemos ¢ = =5~ > 0.

Por ser / o limite da sucessdo (ap)n, existe n.; € N tal que d(ap, /) < ¢ para todo
n=n,.

Por ser L o limite da sucessao (an)n, existe n.; € N tal que d(ap, L) < ¢ para todo
nz=ng,.

Entdo, para todo N = max{n.;, n. },

(1,L) < (1, a) + d(aw,)) << + < = 20(1.L).

uma contradi¢do! Assim, deve ser que / = L.
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Exclusividade do limite

Definicao

Se uma sucessao de numeros reais (ap), tem um limite /, diremos que (ap), €
convergente e que / € o limite da sucessao. Escreveremos

lim a,=1/ ou a, 21
n—oo
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Critérios de convergéncia

Teorema

Seja uma sucessao (an)n que satisfaca as seguintes carateristicas:
(an)n € crescente.
(an)n é limitada superiormente.

Entdo, (an), € convergente.
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Critérios de convergéncia

Teorema

Seja uma sucessao (an)n que satisfaca as seguintes carateristicas:
(an)n € limitada superiormente.
Entdo, (an), tem uma subsucessao (&, )x convergente.

Uma subsucessdo de uma sucessdo € uma sucessao construida a partir de primeira
sucessao que mantende o ordem da primeira. Formalmente, dada uma sucessao
a: N — R, uma subsucessdo de a é uma sucessao b: N — R tal que b= ao ¢ para
uma certa fungao crescente p: N — N (deslocamento do indice).
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A sequéncia (an), definida por

a =2
an+1:%<an+a%), n>1

é decrescente e limitada inferiormente. Entdo, a sequéncia (ap), € convergente a um
limite /, mas ndo conhecemos o que é /.

Calculemos agora o que é I. Temos que limp_,o0 @n = limp_00 @ny1 = I. EM seguida,
tendo em conta os limites da defini¢cdo da sucessao,

=t =t e 2) -0,

Entdo / satisfaz a igualdade / = }(/ + 2), ou seja /2 — 2 = 0. Por conseguinte, / = v2 ou
| = —/2, mas como os termos a,, sdo positivos, / tem que ser igual a v/2!
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O que diferencia os numeros reais dos numeros racionais?

R é um conjunto completo mas Q ndo é; os numeros reais completam os niumeros
racionais.

Propriedade de o majorante mais pequeno

Todo conjunto limitado superiormente (inferiormente) tem supremo (infimo), ou
seja, uma cota superior mais pequena que o resto de cotas superiores.

O conjunto Q = {g € Q: ¢? < 2} é limitado superiormente por 3, entdo existe S ¢ R
tal que g < S paratodo g € Q, mas se x é uma cota superiorde Q, S < x.Isso S é
V2, que ndo é um ndmero racional.
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