Mestrando em Estatistica Apelido:
25 de agosto de 2025

Limite de tempo: 150 minutos Nome:

As secgbes com a etiqueta [extra] sdo opcionais e valem 1 ponto extra cada, que s6 serao
considerados se for obtida uma pontuagao de 8 no resto do exame. Em qualquer dos casos, a

pontuacao maxima no exame ¢ de 20 pontos.

Problema 1. |2 pontos| Ordene as seguintes sucessoes de acordo com o comportamento no

infinito.

n®—3n 4V log(n) 1 log(n® — 3n) log(log(n)) — ni4"

Por exemplo, n < n? porque lim,, o 2% < 1.

Solucao. Seguindo a relagao de ordem dada, as sequéncias sao ordenadas da seguinte forma:

1 .
nt4" < ey < 1 < log(log(n)) < log(n) < log(n? — 3n) <n? —3n < 473

Problema 2. [3 pontos| Neste problema, vamos estudar o que pode acontecer quando uma

série nao ¢ absolutamente convergente.

(1) Prova que a série

i(—mﬂ_l 1+1 1+1 1+1 1+
n 2 3 4 5 6 7 8 7

n=1
é convergente mas nao é absolutamente convergente. Use o teste de condensacao.
(2) Podemos reordenar a série da seguinte forma
o

TEEEE S S S S U S S _Z<1 1 1>
3 6 12 S \2n—-1 4n-—2 4n/

Prova que esta série também é convergente, mas nao tem o mesmo limite que a série

Z¥:Z<2nl—1_%)'

n=1 n=

(3) |extra] Encontre uma reordenagao de forma que a série tenda para o infinito.
Solucao.

(1) A série ¢ uma serie alternada. As séries alternadas y >, (—1)"a,, sdo convergentes se e

s6 se lim,,_, ., a,, = 0. Neste caso, a,, = ’T—Il, que tende para 0.



s . ~ - 1)n+1
No entanto, a série nao é absolutamente convergente: a série ) > ,1|

|_Zn ln

é divergente. Por teste de condensagao de Cauchy,

=1
2

o0

(2) A seérie

¢é convergente também:
- 1 1 1 - 1 1
;(271—1_471—2_%)_2(471—2 R)
2 Z <2n —1 2n> '

A convergéncia poderia ter sido demonstrada através da comparacao com a série > #

também.

1 1

5 — —> nao ¢é zero, entao as séries tem
n—1 2n

limites diferentes, mas esta é uma serie de termos positivos, e por tanto o limite é

A dltima igualdade prova que se Y -, (

estritamente positivo.

(3) Ja sabemos que a série de termos positivos é divergente: o teste de condensagao diz-nos
que, se os agruparmos em conjuntos de poténcias crescentes de 2, eles somam pelo menos
1/4. Entao, introduzimos um dos elementos negativos no meio, que sao sempre menores
que 1/4 (a partir do segundo). Dessa forma, estamos somando todos os elementos, mas
cada vez (ue somamos um grupo e o elemento negativo seguinte, somamos pelo menos

L L Ficaria assim:
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Problema 3. [5 pontos| Para a > 0, b,c € R, seja

VT +a —a<zx<0
flz)=qbr+2 0<x<?2
—224+cx—5 2<zx

(1) Calcula os valores de a,b, c para que f seja continua e tenha um maximo relativo em
r = 3.



(2) Calcule os pontos de intersecgao de f com os eixos. Esboce um pequeno grafico de f
no intervalo [z1, 23], onde z; < 23 sdo os dois zeros da fungao.

(3) Em seguida, calcule a area entre o eixo X e o grafico de f no intervalo [z1, z5).
Solucao.

(1) A funcao f é continua em R \ {0,2}. Para que a fungao f seja continua em 0 e em
2 também, é necessario que se cumpra que os limites laterais coincidam; em outras

palavras:
lim f(z) = lilr(r)l+ f(x), hgl, f(z) = lim f(x).

z—0— z—21

Estas equagoes sao equivalente as equacgoes
Va=2, 20+2=—1+2c.

Por outro lado, em torno do ponto x = 3, a funcao assume a forma f(x) = —x2+cx+5,
que é diferenciavel. Portanto, se f tem um maximo relativo em = = 3, entao f'(3) = 0.
Esta equacao é

—6+c=0.

Juntando tudo, o sistema de equacoes tem solucao tnica:

\/622 a:4
20+2=—1+2c = b=3
—6+c=0 c=0

A funcao resultante é

Vo +4 —4<z<0
f(z) =19 iz +2 0<z<?2
—224+6x—5 2<zx

(2) O ponto de intersecg¢ao de f com o eixo Y ¢ (0, £(0)) = (0,2). Os pontos de intersecgao

de f com o eixo X sao pontos da forma (z,0).

Vz+4=0 e —4<2<0
f(z)=0 < (1:4+2=0 e 0<z<2 <~

—224+62—-5=0 e 2<z

(3) O éarea solicitada é f_5 , f(z)dz. Para calcular esta integral, podemos dividi-la em inte-

grais em trés intervalos diferentes

/_if(x)dx:/_zx/x—i—éldx—l—/02(%x+2)dx+/25(—x2—|—6x—5)dx
0 5

2
= [%(:c+4)3/2}_ + [§x2+2x]0+ [—§x3+3x2—5x
16 58
== +5+9=—
3 70T

2
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FIGURA 1. Grafico da fung¢@o f no intervalo [—4, 5].

Problema 4. [6 pontos| Seja a fungao f(z) = (1 + ) In(1 + x). Pide-se:

(1) Calcule o dominio, os pontos de intersec¢ao com os eixos, os seus intervalos de cres-
cimento, a sua curvatura e o seu comportamento nos extremos do dominio. Depois,
tendo em conta toda esta andlise, esboce um grafico desta func¢ao no intervalo [—4, 4].
Indicagio: 1=¢ = —0,6; 1 ~0,4; e—1~1,7; e¥?—1~3,5.

(2) Demonstre, utilizando indugdo, que a derivada n-ésima de g(z) = In(1+z) é

g(")(x) _ (_1)n71(n — 1)'

(1 42)"
(3) A partir da linha anterior, calcule a série de Taylor de ¢ centrada em = = 0. Calcule o

, Vn>1.

radio de convergéncia da serie, em outras palavras, calcule o méaximo R > 0 tal que a
serie de Taylor de g converge uniformemente se |x| < r, para qualquer r < R.
(4) A partir da linha anterior, calcule a série de Taylor de f centrada em z = 0. Calcule o

radio de convergéncia da serie.
Solucgao.

(1) O dominio da funcao f é Dom(f) = (—1,00). O tnico ponto de interseccao de f com
o eixo é (0,0), pois —1 nao pertence ao dominio de f. Como f é uma funcdo suave no

seu dominio, podemos estudar a suo crescimento através da sua primeira derivada,
f(x)=1+In(l1+2x).

f' tem um tnico zero em Dom(f) no ponto z = =<, No intervalo (—1, z), f’ ¢ negativa,

portanto f é decrescente, mas no intervalo (z,00) a fungdo é crescente. A segunda

derivada f"(z) = 14%): confirma que f é convexa e que tem um minimo global em z,

onde

1 1
f(z) =1+ n(1+ L) = gln(%) =R —0,4 .
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FIGURA 2. Grafico da func@o f no intervalo [—4,4].

Alem disso, utilizando a regra de L’Hopital,

In(1+ )
(e

lim f(z)= lim (1+2)In(l+2)= lim

z——1t r——11 z——171

1
14z

= lim = lim —(142)=0.
r——1+1 —m r——11

Agora sabemos o suficiente sobre f para desenhar o seu grafico (figura 2).
(2) Entdo, provamos por inducio que g™ ¢ como na afirmacdo do problema.

Passo base. A primeira derivada de g é

§0@) = g(@) = (W0 +0)) =

que concorda com a férmula.

Passo indugio. Se supusermos agora que ¢ satisfaz a formula, entdo

g (z) = (g(m(x))’ _ ((—12’;1;1)”_ 1)!),

-n)  (=1)"n!

_( n—ln_ (
= ) - D e = g




(3) A série de Taylor de g centrada em x = 0 entéo é

0 () 0 \n-1
5y(a) = 9(0) + 3 &1 = 37 E

n=1

pois
1) H(n —1)!
(n)oz( = (=1D)" Y n-1).
0(0) = e = () - )
Usando o teste da razao a série é convergente se:
(—1)",/n+1 n
1> lim "TT = lim x| = |z
n—ool| (= 7)1 rn n—oo| N + 1
entao o radio de convergéncia é R = 1.
(4) A série de Taylor de f(x) = (1 + z)g(z) entdo é
0 nfl
Sp(x) = (14 x)S,(z Z
n=1
7“(_1)717111 oo(lnl
=)
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B T 0 nf (1)ni| .
n - ; [ N n—1 .

O teste da razao diz-nos que é convergente se |z| < 1, entao o radio de convergéncia é

R=1.

Problema 5. [5 pontos| O objetivo deste exercicio ¢ calcular o valor da série Y 0° | 5.

(1) Seja f: [, 7] — R definida por f(z) = 2%. Calcule os coeficientes de Fourier de f, em
outras palavras:

o [ @de, o= [ f@eosmade, b= [ fa)singua)

7

(2) O teorema de Fourier afirma que as somas parciais de Fourier de f,

k

Self](z) = ag + Z [an cos(nx) + by, Sin(nz)}

n=1
convergem pontualmente para f no intervalo [—m, 7| quando k — oo. Justifique se a
série de Fourier de f converge uniformemente para f em [—7,7].
(3) Calcule o valor da série >, 2. Indica¢do: Calcule o valor de f(7) de duas maneiras

diferentes.
Gy

(4) [extra] Calcule o valor da série Y >~ ,



Solugao.

(1) Esta linha é um calculo direto.

1 ™ 1 341 2
ap = — a:de:—[:E—} :W—.
27 - 2r L3 1=

3
2 ¢ uma funca ao x? g bé
¢ao par, entdo x* cos(nz) é par também e

Depois, como f(x) =z

1 [7 2 [T
ay, = —/ 2% cos(nz) dr = —/ 2% cos(nz) dz .
0

L - s

Integrando por partes duas vezes,

2 ™ 2 (T2
a, = = [:1:2% sin(nx)} — —/ = sin(nz) dz
T o wJfy n

™

=0+ l x(—sin(nz)) dz

nt Jo
4 ™ 4 [T
= — [m% Cos(nx)] - — L cos(nz) dz
nm o nwj,
4 4 T
= cos(nm) — ﬁ/o cos(nz) dx
A-1)" 4, ro4(—1)
R %[E sm(nx)h R
Por ultimo,
1 s
b, = —/ z?sin(nz) dr =0
™ —Tr

porque z%sin(nx) é impar.

(2) A série de Fourier de f ¢

4(-1)"

n2

cos(nx) .

k [e.e]
S(z) =ap+ Z [an cos(nz) + by, Sin(nx)] = %2 4 Z
n=1 —1

Para provar que esta série converge uniformemente no intervalo [—7, 7], usamos o teste
M de Weierstrass. Para isso, calculamos as normas das func¢oes da série no intervalo

[—m, 7]

' A=D"

2
Agora, como a série das normas é »

4

n2 -’

A(—1)"

A(=1)"

cos(nx) 5

= sup cos(nz)

[—m,7] z€[—7,m]

< sup

r€|—7,7]

n n n

o0 4 2 ~ L. .
n—1 77, que € convergente, entao a série de Fourier
converge uniformemente no intervalo [—m, 7.

(3) O teorema de Fourier diz-nos que f(z) = S(x) no intervalo [—m, 7]. Portanto

= f(r) = S(r) = % + Z 4(;21)71 cos(nm) .

Usando que cos(nm) = (—1)" para todo n € N,

2 0 n 2 ©
o T 4(-1) n T 1

n=1



Resolvendo para > - | =,

o

n?2 4
—1

(4) Da mesma forma, mas substituindo = = 0,

0—f(0) = s(0) = = + 32

2
n=1 n
=n"

Resolvendo para ) 07 | -,

— (="
Z n2 12

n=1

1 1[2 2

3
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