Mestrando em Estatistica Apelido:
25 de agosto de 2025

Limite de tempo: 150 minutos Nome:

As secgbes com a etiqueta |extra] sdo opcionais e valem 1 ponto extra cada, que sé serdo
considerados se for obtida uma pontuacao de 8 no resto do exame. Em qualquer dos casos, a

pontuagao maxima no exame é de 20 pontos.

Problema 1. |2 pontos| Ordene as seguintes sucessoes de acordo com o comportamento no

infinito.

n®—3n 4V log(n) 1 log(n? — 3n) log(log(n)) =7 nt4"
n

Por exemplo, n < n? porque lim,, o 2% < 1.

Problema 2. [3 pontos| Neste problema, vamos estudar o que pode acontecer quando uma

série nao ¢ absolutamente convergente.
(1) Prova que a série
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é convergente mas nao é absolutamente convergente. Use o teste de condensagao.

(2) Podemos reordenar a série da seguinte forma
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Prova que esta série também é convergente, mas nao tem o mesmo limite que a série
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n=1 n—=

(3) [extra] Encontre uma reordenacao de forma que a série tenda para o infinito.



Problema 3. [5 pontos| Para a > 0, b, ¢ € R, seja

VT +a a<zx<0
fl@) = qbr+2 0<z<?2

—224+cx—5 2<zx

(1) Calcula os valores de a,b, ¢ para que f seja continua e tenha um méaximo relativo em
r = 3.

(2) Calcule os pontos de intersecgao de f com os eixos. Esboce um pequeno grafico de f
no intervalo [z1, 23], onde z; < 23 sdo os dois zeros da fungao.

(3) Em seguida, calcule a area entre o eixo X e o grafico de f no intervalo [z1, 2o].



Problema 4. |6 pontos| Seja a fungao f(z) = (1 + ) In(1 + x). Pide-se:

(1) Calcule o dominio, os pontos de intersecgdo com os eixos, os seus intervalos de cres-
cimento, a sua curvatura e o seu comportamento nos extremos do dominio. Depois,
tendo em conta toda esta andlise, esboce um gréfico desta fungao no intervalo [—4, 4].
Indicagdo: =¢ = —0,6; 1 ~0,4; e—1~1,7; /2 —-1~3,5.

(2) Demonstre, utilizando indugao, que a derivada n-ésima de g(z) = In(1 4 z) é

(=) n—1)!
(I+az)

g™ (x) = Vn>1.

?

(3) A partir da linha anterior, calcule a série de Taylor de g centrada em x = 0. Calcule o
radio de convergéncia da serie, em outras palavras, calcule o maximo R > 0 tal que a
serie de Taylor de g converge uniformemente se || < r, para qualquer r < R.

(4) A partir da linha anterior, calcule a série de Taylor de f centrada em x = 0. Calcule o

radio de convergéncia da serie.



Problema 5. [5 pontos| O objetivo deste exercicio é calcular o valor da série Y7 | 5.

(1) Seja f: [, 7] — R definida por f(z) = z%. Calcule os coeficientes de Fourier de f, em

outras palavras:
ap = i/7r flx)dz, a,= 1 /7T f(z)cos(nz)dz , b, = l/7T f(z)sin(nz) dz
=9 ) = Iy :

(2) O teorema de Fourier afirma que as somas parciais de Fourier de f,

k

Sk[f](x) = ap + Z [an cos(nx) + by, sin(nx)}

n=1
convergem pontualmente para f no intervalo [—m, 7] quando k — oo. Justifique se a
série de Fourier de f converge uniformemente para f em [—m, 7.

(3) Calcule o valor da série > | <. Indica¢do: Calcule o valor de f(7) de duas maneiras
diferentes.

(4) [extra] Calcule o valor da série Y~ , (_nlg)n.




