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Bases

Lembramos que um subespaco vetorial é definido como o conjunto de
combinacdes lineares de um conjunto de geradores.

No entanto, o mesmo subespago pode ser gerado com diferentes conjuntos
de geradores, que podem ter um nimero diferente de elementos:

P. Angulo,F. Macia (UP) Bases ortonormais Algebra Linear 2/24



Bases

Lembramos que um subespaco vetorial é definido como o conjunto de
combinacgdes lineares de um conjunto de geradores.

No entanto, o mesmo subespago pode ser gerado com diferentes conjuntos
de geradores, que podem ter um nimero diferente de elementos:

2 0
y|l1|4+z]|0]|:y,zeR ) =
_0_ _1_.
[ 2] [0 ] 2
yl 1| 4+z| 0| +w|l]|:y,z,weR
| 0 | | 1] 1
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Bases

Lembramos que um subespaco vetorial é definido como o conjunto de
combinacgdes lineares de um conjunto de geradores.

No entanto, o mesmo subespago pode ser gerado com diferentes conjuntos
de geradores, que podem ter um nimero diferente de elementos:

2 0
y|l1|4+z]|0]|:y,zeR ) =
- 0 - - 1 -
[ 2] [0 ] 2
yl 1| 4+z| 0| +w|l]|:y,z,weR
| 0 | | 1] 1
A base é um conjunto de geradores que também é linearmente
independente. J
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Bases

Lembramos que um subespaco vetorial é definido como o conjunto de
combinacgdes lineares de um conjunto de geradores.

No entanto, o mesmo subespago pode ser gerado com diferentes conjuntos
de geradores, que podem ter um nimero diferente de elementos:

2 0
y|l1|4+z]|0]|:y,zeR ) =
- 0 - - 1 -
[ 2] [0 ] 2
yl 1| 4+z| 0| +w|l]|:y,z,weR
| 0 | | 1] 1
A base é um conjunto de geradores que também é linearmente
independente. J

Todas as bases do mesmo subespaco vetorial tém o mesmo niimero de
elementos (esse nimero é dimension do subespaco).
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Base Ortonormal

Lembramos que um subespaco admite muitas bases diferentes.

A escolha de uma base adequada pode simplificar bastante um problema:
podemos obter a expressdo de um subespa¢o ou uma transformac3o linear,
especialmente simples.

Nessas notas, estudaremos as Bases Ortonormais, que facilitam
especialmente o trabalho com o produto escalar, e também outros
problemas, como o calculo das coordenadas de um vetor nessa base.

Para fazer isso, estudaremos uma operagdo muito interessante: o projecao
ortogonal. Esta operacao nos permitird encontrar bases ortonormais
através do procedimento Gram-schimdt, mas também possui seus
préprios aplicativos, o mais importante sendo solucao de quadrados
minimos, que nos permitird encontrar solu¢des aproximadas para sistemas
de equacoes lineares que n3o tenham solucdo exata.
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Objetivos

projecao ortogonal em um subespaco.
Bases Ortonormais.

Ciélculo da norma e coordenadas em uma base ortonormal.

Soluc3o quadrada minima.
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Base de S e S+

Definimos um subespaco S e colocamos qualquer base.

2110
5:<1,0>
0] [1
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Base de S e S+

Definimos um subespaco S e colocamos qualquer base.

2110
5:<1,0>
0] [1

Lembramos que podemos calcular uma base de S+ propondo um sistema

de equacoes ...
1 2101
S+ = {w. [—0 01| W 0

P. Angulo,F. Macia (UP) Bases ortonormais Algebra Linear 5/24



Base de S e S+

Definimos um subespaco S e colocamos qualquer base.

2110
5:<1,0>
0] [1

Lembramos que podemos calcular uma base de S+ propondo um sistema

de equacoes ...
1 2101
S+ = {w : [—0 01| W 0

que resolvemos através do método Gauss:
_1
2
0
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Decomposicao ortogonal associada a um subespaco vetoy

{v1,v2,v3} de R3:

2 0 -1
V] = 1 , Vo = 0 , V3 = 1
0 1 0

Lembramos que uma base de R3 possui uma propriedade que a

caracteriza: todo vetor de R3 est4 escrito de uma maneira tdnica como
uma combinac3o linear dos vetores da base.
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Decomposicao ortogonal associada a um subespaco vetoy

{v1,v2,v3} de R3:

2 0 -1
V] = 1 , Vo = 0 , V3 = 1
0 1 0

Lembramos que uma base de R3 possui uma propriedade que a
caracteriza: todo vetor de R3 estd escrito de uma maneira tinica como
uma combinac3o linear dos vetores da base.

Se escrevermos algum vetor v € R3 nesta base:

1

3 2
v=|1|=-vi+vr+-v3
1 5 5

Podemos escrever o vetor v como a soma de um vetor de S e outro de S+.
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decomposicao ortogonal associada a um subespaco vetop

Escrevemos o vetor v como a soma de um vetor de S e outro de S+
3 n n 2
V=|=-V1 Vo =V
5 53

V1 +v2 =

= Cllwol o
m
»
|
<
w
|
N
m
n
'_
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decomposicao ortogonal associada a um subespaco vetop

Escrevemos o vetor v como a soma de um vetor de S e outro de S+
3 n n 2
V=|=-V1 Vo =V
5 53

3 2
Vi +Vvy = €S, gV3: % e st

5

= Gl WO

Como sabemos que as coordenadas de v na base {vi,vy,v3} sdo dnicas, é
facil demonstrar que essa é a linica maneira de escrever v .como a soma de
um vetor de S e outro de S*.
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decomposicao ortogonal associada a um subespaco vetop

Este é um fato absolutamente geral:

Dado um subespaco S € R e um vetor v € R?, hd uma tinica maneira de
escrever v.como uma soma de um vetor v° € S e outro vetor v € St

A demonstracdo é simples e é baseada em ingredientes que ja vimos antes:
e SNSt ={0}.
e dimS +dim St = dimR¢.
o dim(S + St) =dim S + dim St — dim(S N S1).
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decomposicao ortogonal associada a um subespaco vetop

Segue-se que dim(S + S1) = d e, portanto, que
S+5t=R4

Isso mostra que todo vetor de RY é escrito como uma soma de um vetor
de S e outro de S™.

Vamos ver que essa decomposicdo € (nica.Se houver vetores u,u; € S,
w1, wo € STt para que:

u; +wp; =v=up+ wp,

Ent3o teriamos:
U3 — U = Wo — Wj.

Este vetor esta na intersecdo de S e S+, portanto, deve ser igual ao vetor
zero.Em particular:
u; = uy, Wo = Wjy.
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projecao ortogonal de v.em S @

J4 podemos definir a projecdo ortogonal de v e RY em S C RY.
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projecao ortogonal de v.em S

Ja podemos definir a projecdo ortogonal de v e RY em S c R¥.

@ Encontramos uma base {vi,...,vi} de S e outro {vki1,...,v4} de

SJ_
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projecao ortogonal de v.em S

Ja podemos definir a projecdo ortogonal de v e RY em S c R¥.

@ Encontramos uma base {vi,...,vi} de S e outro {vki1,...,v4} de
SJ_
@ Encontramos as coordenadas de v na base {vi,...,v4}

V=aiVi + -+ akVk + ak+1Vk+1 + 0+ 3gVd
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projecao ortogonal de v.em S

Ja podemos definir a projecdo ortogonal de v e RY em S c R¥.

@ Encontramos uma base {vi,...,vi} de S e outro {vki1,...,v4} de
SJ_
@ Encontramos as coordenadas de v na base {vi,...,v4}

V=aiVi + -+ akVk + ak+1Vk+1 + 0+ 3gVd

© Dessa maneira, encontramos v = v° + v+, onde
Vo = ajvy + - - + agvg €Sevt =a Vg1 - +agvg € St
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projecao ortogonal de v.em S

Ja podemos definir a projecdo ortogonal de v e RY em S c R¥.

© Encontramos uma base {v1,...,vk} de S e outro {vii1,...,vgq} de
SJ_
@ Encontramos as coordenadas de v na base {vi,...,v4}

V=aiVi + -+ akVk + ak+1Vk+1 + 0+ 3gVd

© Dessa maneira, encontramos v = v° + v+, onde
Vo = ajvy + - + apvi €Sevt =a Vg1 - +agvg € St

Q projecio ortogonal de v em S é o vetor v°.
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projecao ortogonal de v.em S

Ja podemos definir a projecdo ortogonal de v e RY em S c R¥.

© Encontramos uma base {v1,...,vk} de S e outro {vii1,...,vgq} de
SJ_
@ Encontramos as coordenadas de v na base {vi,...,v4}

V=aiVi + -+ akVk + ak+1Vk+1 + 0+ 3gVd

© Dessa maneira, encontramos v = v° + v, onde

vszalv1+---—|—akvkESevL:ak+1vk+1+---+advdESL.

Q projecio ortogonal de v em S é o vetor v°.

A construcdo anterior ndo depende da escolha da base de S ou da base de
st

S 1

Observamos que v — v> = v— é sempre perpendicular a S. J

P. Angulo,F. Macia (UP) Bases ortonormais Algebra Linear 10 /24



projecao ortogonal em um subespaco da dimensao 1 @

A projecdo ortogonal de v em S = (w) pode ser calculada com a férmula:

— w ) w _vw
[lwl~ffw] - [lwi]?

Psv

demonstracao:

P. Angulo,F. Macia (UP) Bases ortonormais Algebra Linear 11/24



projecao ortogonal em um subespaco da dimensao 1

A projecdo ortogonal de v em S = (w) pode ser calculada com a férmula:

w w V-w

Psv = (v - ) = w
[Iwl“flw [lw]]?

demonstracao: Nos escrevemos

V-w N < YRR, >
v = w v — w
W] W]
V-W

E ébvio que TwZW pertence a S, e é necessdrio apenas demonstrar que o

outro termo pertence a S*. Para fazer isso, basta examinar seu produto
escalar com w, que é o gerador de S:

vV-ow vV-w
W-(v-—sw|=w-v— [w|?=0
( [lwl? > lw]?
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Propiedades de la proyeccién ortogonal

vV-w

Puv = —5w
M w2

@ La proyeccién ortogonal Pyv es proporcional a w.
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Propiedades de la proyeccién ortogonal

vV-w

Puwv=—=w
T wl?

@ La proyeccion ortogonal Pyv es proporcional a w.
° SI ”WH — 1, entonces PWV = (W . v)w_
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Propiedades de la proyeccién ortogonal

vV-w
Puyv = W
[lw|

@ La proyeccién ortogonal Pyv es proporcional a w.

e Si ||w|| =1, entonces Pyv = (W - v)w.

@ Siv = )\w entonces Pyv = v, si v-w = 0 entonces P,v = 0.
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Propiedades de la proyeccién ortogonal

vV-w

Puwv=—=w
T wl?

@ La proyeccién ortogonal Pyv es proporcional a w.

e Si ||w|| =1, entonces Pyv = (W - v)w.

@ Siv = )\w entonces Pyv = v, si v-w = 0 entonces P,v = 0.

e La longitud de ||Pyv|| es lv- ||| = ||v|||cos(8)|, donde 6 es el dngulo

l[w
entre vy w.
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Propiedades de la proyeccién ortogonal

vV-w
Puyv = W
[lw|

La proyeccidén ortogonal Pyv es proporcional a w.

Si [[w|| =1, entonces Pyv = (W - v)w.

Si v = \w entonces P,v = v, si v-w = 0 entonces P,v = 0.

||\|I\.~||| = ||v|||cos(0)], donde 6 es el dngulo

La longitud de ||Pyv|| es
entre vy w.
El vector u: = v — Pyv es siempre ortogonal a w.
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Propiedades de la proyeccién ortogonal

La proyeccidén ortogonal Pyv es proporcional a w.
Si [[w|| =1, entonces Pyv = (W - v)w.

Si v = \w entonces P,v = v, si v-w = 0 entonces P,v = 0.
|v-
lw

La longitud de ||Pyv|| es ||| = ||v|||cos(8)|, donde O es el angulo

entre vy w.

El vector u: = v — Pyv es siempre ortogonal a w.
Se cumple el teorema de Pitagoras:

VI = | Pwvl® + lv = Puv]®.
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Propiedades de la proyeccién ortogonal

La proyeccidén ortogonal Pyv es proporcional a w.
Si [[w|| =1, entonces Pyv = (W - v)w.

Si v = A\w entonces Pyv = v, si v-w = 0 entonces P,v = 0.
|v-
lw

La longitud de ||Pyv|| es ||| = ||v|||cos(8)|, donde O es el angulo

entre vy w.

El vector u: = v — Pyv es siempre ortogonal a w.

Se cumple el teorema de Pitagoras:
IVIZ = [ Pwv]l? + [lv = Puv]]®.
e Para cualesquiera u,v € R?, a,b € R:

Pw(au + bv) = aP,(u) + bPy(v)
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Propriedades da projecao ortogonal

S é um subespaco vetorial de R? de qualquer dimenséo e Psv é a projec
ortogonal de vem S.

P
a0

@ Teorema de Pitagoras:

IvII* = [1Psvi* + [lv — Psv]|*.

@ para qualquer u,v € R?, a,b € R:
Ps(au + bv) = aPs(u) + bPs(v)
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Propriedades da projecao ortogonal
S é um subespaco vetorial de R? de qualquer dimensdo e Psv é a projec
ortogonal de vem S.

-§i

@ Teorema de Pitagoras:
IvI[? = [[Psv]® + v — Psvl|?.
Demonstracao:
Iv[[> = [[Psv + (v — Psv)||? = ||Psv|*+[lv — Psv||*+2(Psv-(v—Psv))

Sabemos que Psv - (v — Psv) = 0 porque Psv € S e (v — Psv) € S*.
@ para qualquer u,v € R?, a,b € R:

Ps(au + bv) = aPS(u) + st(V)
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Propriedades da projecao ortogonal
S é um subespaco vetorial de R? de qualquer dimensdo e Psv é a projec
ortogonal de vem S.

-N“

@ Teorema de Pitagoras:
IvI[? = [[Psv]® + v — Psvl|?.
Demonstracao:
Iv[[> = [[Psv + (v — Psv)||? = ||Psv|*+[lv — Psv||*+2(Psv-(v—Psv))

Sabemos que Psv - (v — Psv) = 0 porque Psv € S e (v — Psv) € S*.
@ para qualquer u,v € R?, a,b € R:

Ps(au + bv) = aP5(u) + st(V)

Demonstracao: Basta quebrar u = Psu + (u — Psu),
v = Psv + (v — Psv) e adicionar

au + bv = (aPsu + bPsv) + (a(u — Psu) + b(v — Psv))

expressar au + bv como a soma de um vetor em S e outro em SJ'.
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Propriedades da projecao ortogonal

S é um subespaco vetorial de R? de qualquer dimensdo e Psv é a projecio
ortogonal de v em §S.

@ Sim v € S ent3o
Psv = v.

e Sim v e St entdo
Psv = 0.
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Exercicio

Calcule a projecdo ortogonal em

2 0

1 1

0 0

dOS Seguintes vetores:
2 0 0
V] = 1 V 0 \"} 1
1= 0|’ 2 = 0|’ 3 = 1
0 1 1
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propriedade da distdncia minima @
S é um subespaco vetorial de R? de qualquer dimenséo e Psv é a projecdo
ortogonal de vem S.

Para qualquer vetor w € S, vocé tem que

lw —v[| > [[Psv — v

Em outras palavras, Psv é o vetor de S mais préximo de v.
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propriedade da distdncia minima

S é um subespaco vetorial de R? de qualquer dimenséo e Psv é a projec
ortogonal de vem S.

(0]

Para qualquer vetor w € S, vocé tem que

lw —v[| > [[Psv — v J

Em outras palavras, Psv é o vetor de S mais préximo de v.
Demonstracao:

lw —v[|* = |w — Psv + psv — v®
= [w — psv[|* + | Psv — v|*
> || Psv —v*.
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propriedade da distdncia minima

(0]

S é um subespaco vetorial de R? de qualquer dimensdo e Psv é a projec
ortogonal de vem S.

Para qualquer vetor w € S, vocé tem que

lw —v[| > [[Psv — v

Em outras palavras, Psv é o vetor de S mais préximo de v.
Demonstracao:

lw —v[|* = |w — Psv + psv — v®
= [w — psv[|* + | Psv — v|*
> || Psv —v*.

Esse fato simples tem aplicativos importantes, como veremos.
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Base Ortonormal

Como dissemos, procuramos encontrar uma base especial de um
subespaco vetorial.

Um conjunto de vetores é mutuamente ortogonal se

v,-~vj=0(Simi7$j)
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Base Ortonormal

Como dissemos, procuramos encontrar uma base especial de um
subespaco vetorial.

Um conjunto de vetores é mutuamente ortogonal se

v,-«vj=0(Simi7$j)

Um conjunto de vetores nao nulos e mutuamente ortogonais é
necessariamente linearmente independente.
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Base Ortonormal

Como dissemos, procuramos encontrar uma base especial de um
subespaco vetorial.

Um conjunto de vetores é mutuamente ortogonal se

V,‘-Vj=0(SimI'7£j)

Um conjunto de vetores nao nulos e mutuamente ortogonais é
necessariamente linearmente independente.

@ Se encontrarmos m vetores n3o nulos e mutuamente ortogonais

dentro de um espaco de dimensdo m, eles sdo automaticamente uma

base.

@ Se encontrarmos m vetores n3o nulos e mutuamente ortogonais

dentro de um subespaco vetorial, o espaco tem pelo menos dimensio

m.
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demonstracao

Um conjunto de vetores ndo nulos e mutuamente ortogonais é
necessariamente linearmente independente.

N
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demonstracao @
e/

Um conjunto de vetores ndo nulos e mutuamente ortogonais é
necessariamente linearmente independente.

Se para certos niimeros reais A1, Ay, ..., A, VOCé tem:
A1ug + ous + Azuz + A u, = 0.
Multiplicando esta equag¢ao por u; obtemos:

A1 (u1 . u1) + Ao (u2 . Ul) + A3 (U3 . u1) + A, (ur . u1) =0-u; =0.
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demonstracao @
e/

Um conjunto de vetores ndo nulos e mutuamente ortogonais é
necessariamente linearmente independente.

Se para certos nimeros reais A1, A2, ..., A\, VOCE tem:
A1ug + ous + Azuz + A u, = 0.
Multiplicando esta equacdo por u; obtemos:
A1 (ug-ug) + A2 (ug-ug) + Az (uz-ug) + .. A (U, -up) =0-up =0.

Agora, todos os antincios na parte esquerda dessa identidade s3o Nulas,
exceto o primeiro ser:

(uz-u;)=(uz-u;)=..=(u,-u;)=0.
Ent3o,
0= A1 (ur - ur) = Ap fJug?,

do que é seguido isso, sendo |lui|| # 0, que A\; = 0.
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demonstracao =
=2
Um conjunto de vetores ndo nulos e mutuamente ortogonais é J

necessariamente linearmente independente.

Se para certos nimeros reais A1, A2, ..., A\, VOCE tem:
A1ug + ous + Azuz + A u, = 0.
Multiplicando esta equacdo por u; obtemos:
A1 (ug-ug) + A2 (ug-ug) + Az (uz-ug) + .. A (U, -up) =0-up =0.

Agora, todos os antincios na parte esquerda dessa identidade s3o Nulas,
exceto o primeiro ser:

(uz-u;)=(uz-u;)=..=(u,-u;)=0.
Ent3o,
0= A1 (u1-u) =X fJus?,
do que é seguido isso, sendo |lui|| # 0, que A\; = 0. Prosseguindo da

mesma maneira com up, ..., u,, obtemos isso A\» = 0,..., A\, =0,

respectivamente.
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Base Ortonormal @
=9

Os vetores uq, uy,...,u, S formam a Base Ortonormal de S se forem a
base de S, s30 mutuamente ortogonais e também unitarios:

ui,up,...,u, € S, gerar o subespaco s;

ui-u; =0, Sii#j;

lus]| = [luzf| = ... = flu/|| = 1.
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Base Ortonormal @
/4

Os vetores uq, uy,...,u, S formam a Base Ortonormal de S se forem a
base de S, s30 mutuamente ortogonais e também unitarios:

ui,up,...,u, €S, gerar o subespaco s;

ui-u; =0, Sii#j;

Jua]] = fluzf| = ... = [lu || = 1. )
Exemplo: i
V] = L i Vo = 8
V5 0 ’ 1 ’

Eles s3o uma base ortonormal de:

X

P. Angulo,F. Macia (UP) Bases ortonormais
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Exercicio @
Encontre uma base ortonormal para cada um dos seguintes subespacos: =
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Exercicio @
Encontre uma base ortonormal para cada um dos seguintes subespacos: =

2
51 = 1
0
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Exercicio
Encontre uma base ortonormal para cada um dos seguintes subespacos:

(i)
52:< >CR4

O O~ N
= = O O
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Exercicio
Encontre uma base ortonormal para cada um dos seguintes subespacos: =

(1)
52:< >CR4
{313

O O~ N
= = O O

o~ N
o~ O
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Exercicio
Encontre uma base ortonormal para cada um dos seguintes subespacos:

(i)
o

OO =N
= = O O
S~——"

N

7

S
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coordenadas de um vetor em uma base ortonormal @
=)

Seja uq, Uy, ..., u, uma base ortonormal de um subespaco S C RY.Ent3o
para qualquer vetor v € S Vocé tem:

v=(v-up)us+(v-u)uz+ ..+ (v-u,)u,
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coordenadas de um vetor em uma base ortonormal @
=7

Seja uq, Uy, ..., u, uma base ortonormal de um subespaco S C RY.Ent3o
para qualquer vetor v € S Vocé tem:

v=(v-up)us+(v-u)uz+ ..+ (v-u,)u,

Demonstragao: Escrevemos v € S como uma combinag3o linear dos elementos da base:

v = A\ug + Aup + ... + Arup.
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coordenadas de um vetor em uma base ortonormal @
=7

Seja uq, Uy, ..., u, uma base ortonormal de um subespaco S C RY.Ent3o
para qualquer vetor v € S Vocé tem:

v=(v-up)us+(v-u)uz+ ..+ (v-u,)u,

Demonstragao: Escrevemos v € S como uma combinag3o linear dos elementos da base:
v = Au1 + Aouz + ... + Arur.
Se multiplicarmos esta equacgdo 1 pelo vetor u; Nds conseguimos:
v-our = (Aug + douz + .+ Aup) g
= A1 (u1-u1) + Ao (U2 ur) + oo+ A (ur - ug)
=\ ||U1||2 + X0+ ... + A0
= A1.
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coordenadas de um vetor em uma base ortonormal @
=7

Seja uq, Uy, ..., u, uma base ortonormal de um subespaco S C RY.Ent3o
para qualquer vetor v € S Vocé tem:

v=(v-up)us+(v-u)uz+ ..+ (v-u,)u,

Demonstragao: Escrevemos v € S como uma combinag3o linear dos elementos da base:
Vv = A\1u; + Aous + ... + Aru,.
Se multiplicarmos esta equacgdo 1 pelo vetor u; Nds conseguimos:
V-up = ()\1U1 + Xous + ... + )\,u,) S u
= A (ur-ur) + A2 (U2 - ur) 4+ A (ur - un)
2
= A1 [Jui]]” + A0+ ... + X0
= A1
Repetindo o célculo anterior com uy, ..., u, nds conseguimos:

A2 =V- U2, ... A\ =V - U,.

Como queriamos demonstrar.
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Norma de um vetor em uma base Ortonormal

Vamos uy, us, ..., u, uma base ortonormal de Um subespaco S C R9.Entdo
para qualquer vetor v € S vocé tem:

VP =(v-u)?+(v-u)+ ...+ (v-u,)?.
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Norma de um vetor em uma base Ortonormal

Vamos uy, us, ..., u, uma base ortonormal de Um subespaco S C R9.Entdo
para qualquer vetor v € S vocé tem:

VP =(v-u)?+(v-u)+ ...+ (v-u,)?.

Demonstracdo: Sabemos que v = A\ju; + Aouz + ... + Aru, sendo Aj = v - u;.
Ent3o:

d
VP =vev =" A (uiw).
ij=1
O dnicos termos ndo nulos na soma anterior so aqueles que envolvem u; - u;.Como
Ent3o:
IVI* = (A)* + (A2)* + o+ (A,

E concluimos usando que \; = v - u;.
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Como encontrar uma base ortonormal?

E sempre possivel encontrar bases ortonormais, usando por exemplo o
método de Gram-Schmidt, mas n3o vamos falar de esto.

@ Sec3o 5.7 do livro do aula.

@ Método de Gram-Schmidt em ac3o:
https://www.cancamusa.net/sage/gram-schmidt.html

e Wikipedia acerca do Método de Gram-Schmidt:
https://pt.wikipedia.org/wiki/Processo_de_Gram-Schmidt
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Processo_de_Gram-Schmidt

projecao ortogonal usando bases ortonormais

Se tivermos uma base ortonormal {uy,...,ux} de S C RY, podemos
calcular a projecdo ortogonal de v € R? assim:

Psv = (v-uj)u; + -+ (v ug)ug

N3o precisamos de uma base de S|
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projecao ortogonal usando bases ortonormais

Se tivermos uma base ortonormal {uy,...,ux} de S C RY, podemos
calcular a projecdo ortogonal de v € R? assim:

Psv = (v-uj)u; + -+ (v ug)ug
N3o precisamos de uma base de S|

Demonstracao:

© Encontramos uma base ortonormal {uy,1,...,uy} de S+ com o
método Gram-schimdt
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projecao ortogonal usando bases ortonormais

Se tivermos uma base ortonormal {uy,...,ux} de S C RY, podemos
calcular a projecdo ortogonal de v € RY assim:

Psv = (v-uj)us + -+ (V- ug)ug
N3o precisamos de uma base de S|

Demonstracao:

© Encontramos uma base ortonormal {uy,1,...,uy} de S+ com o
método Gram-schimdt

@ Encontramos as coordenadas de v na base {uj,...,uy} obtidas

juntando-se as bases ortonormais de S e St:

v=(v-upug + -+ (v u)ug + (V- ugg)ugrr + -+ (v ug)ug
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projecao ortogonal usando bases ortonormais

Se tivermos uma base ortonormal {uy,...,ux} de S C RY, podemos
calcular a projecdo ortogonal de v € RY assim:

Psv = (v-uj)us + -+ (V- ug)ug
N3o precisamos de uma base de S|

Demonstracao:

© Encontramos uma base ortonormal {uy,1,...,uy} de S+ com o
método Gram-schimdt

@ Encontramos as coordenadas de v na base {uj,...,uy} obtidas
juntando-se as bases ortonormais de S e St:
v=(v-up)uy + -+ (v-udue + (Vo ug))ugpr + oo+ (V- ug)ug
© Escrevemos v =v° + v’ ondev® = (v-up)us + -+ (v-uu, € S

evt = (v ugp)ugsr 4+ -+ (v-ug)ug € St
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projecao ortogonal usando bases ortonormais

Se tivermos uma base ortonormal {uy,...,ux} de S C RY, podemos
calcular a projecdo ortogonal de v € RY assim:

Psv = (v-uj)us + -+ (V- ug)ug
N3o precisamos de uma base de S|

Demonstracao:

© Encontramos uma base ortonormal {uy,1,...,uy} de S+ com o
método Gram-schimdt

@ Encontramos as coordenadas de v na base {uj,...,uy} obtidas
juntando-se as bases ortonormais de S e St:

v=(v-upug + -+ (v u)ug + (V- ugg)ugrr + -+ (v ug)ug

© Escrevemos v =v° + v’ ondev® = (v-up)us + -+ (v-uu, € S
evt = (v ugp)ugsr 4+ -+ (v-ug)ug € St
@ projecao ortogonal de v em S é o vetor v°

P. Angulo,F. Macia (UP) Bases ortonormais Algebra Linear 24 /24



	projeção ortogonal em um subespaço
	Bases Ortonormal
	Cálculo da norma e coordenadas em uma base Ortonormal

