Determinante

Parte I: Motivacéo, Definicdo, Propriedades, Férmulas
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Introducao

Motivagao

Medir “volume” (generalizado) de regides em R".
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Introducao

Motivagao

Medir “volume” (generalizado) de regides em R".
Significado de volume: Comprimento, em R; &rea, em R?; volume, em R3;
hiper-volume em R*; etc.

Roteiro

@ Comecar com paralelepipedos (generalizados)
(Segmentos, em R; paralelogramos, em R?; paralelepipedos, em R3;
hiper-paralelepipedos, em R*; etc.)
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Introducao

Motivagao

Medir “volume” (generalizado) de regides em R".
Significado de volume: Comprimento, em R; area, em R?; volume, em R3;
hiper-volume em R*; etc.

Roteiro

@ Comecar com paralelepipedos (generalizados)
(Segmentos, em R; paralelogramos, em R?; paralelepipedos, em R3;
hiper-paralelepipedos, em R*; etc.)

@ |dentificar propriedades que funcao volume deve satisfazer.
@ Encontrar a Ginica funcao com estas propriedades, o determinante.
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Introducao

Motivagao

Medir “volume” (generalizado) de regides em R".
Significado de volume: Comprimento, em R; area, em R?; volume, em R3;
hiper-volume em R*; etc.

Roteiro

@ Comecar com paralelepipedos (generalizados)
(Segmentos, em R; paralelogramos, em R?; paralelepipedos, em R3;
hiper-paralelepipedos, em R*; etc.)

@ |dentificar propriedades que funcao volume deve satisfazer.
@ Encontrar a Ginica funcao com estas propriedades, o determinante.
@ Derivar mais propriedades e algoritmo eficiente para o calculo.
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Paralelepipedos

Definicao (Paralelepipedo)

O paralelepipedo gerado por &y, a, ..., @, € R" é o conjunto

{VGR”

n
V= Zaiéi, com «; € [0, 1] }
i=1
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Definicdo Geomeétrica do Determinante

Definimos a fungdo det : R” x --- x R" — R por

det(&y, ..., dn) = volume do paralelepipedo gerado por &y, ..., an.
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Definicdo Geomeétrica do Determinante

Definimos a fungdo det : R” x --- x R" — R por
det(&y, ..., dn) = volume do paralelepipedo gerado por &y, ..., an.

Observagoes:

@ Na realidade det mede “volumes com sinal”, similar a area com sinal da
integral. Mas comegamos com ideia mais intuitiva.
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@ Poupamos espaco usando notagao:

det(§1, . .,én) =
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Definicdo Geomeétrica do Determinante

Definimos a fungdo det : R” x --- x R" — R por

det(&y, ..., dn) = volume do paralelepipedo gerado por &y, ..., an.

Observagoes:

@ Na realidade det mede “volumes com sinal”, similar a area com sinal da
integral. Mas comegamos com ideia mais intuitiva.

@ Poupamos espaco usando notagao:

det(§1, . .,én) =

@ Definimos determinante de matriz A quadrada usando suas colunas &;:
det A = det(&y, ..., ap).
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Propriedades do Determinante

Propriedade (i.a)

det(§1, 50 .,ék_1,aék,ék+1,...én) = adet(é1,...,ék_1,ék,ak+1,...a,,)
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Propriedades do Determinante

Propriedade (i.a)

det(§1, 50 .,ék_1,aék,ék+1,...én) = adet(é1,...,ék_1,ék,ék+1,...a,,)

Observacgao:
@ Se det medisse volumes (sem sinal), « deveria sair como |«/.
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Propriedades do Determinante

Propriedade (i.b)

det(§1, 50 .,ék_1,bk =+ Ek,5k+1,...an) = det(a1,...,ak_1,bk,ak+1, : ..a,,)
+ det(ay,...,a8k_1, Ck; 8k+1,---4n)
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Propriedades do Determinante

Propriedade (i) Multi-Linearidade ou n-Linearidade

det(&y, ..., 8k—1, bk + fCx, 8ky1,..-8n) = «det(dy,...,8k_1, 0k, 8k+1,- - - an)

—

+6det(é1,...,ék_1,6k,§k+1,...an)
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Propriedades do Determinante

Propriedade (i) Multi-Linearidade ou n-Linearidade

det(51,...,ék_1,a5k+,36k,§k+1,...§n) = ozdet(éh...,ék_1,5k,§k+1,...§n)
+ﬁdet(§1,...,ék_1,6k,§k+1,...§n) )
1 2 3 1 2 3 0 2 3 0 2 3
(-} -4 5 6|=|0 5 6 | 4|1 5 6 ([+7| 0 5 6
7 -8 -9 0 -8 -9 0 -8 -9 1 -8 -9
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Propriedades do Determinante

Propriedade (i) Multi-Linearidade ou n-Linearidade

det(51,...,ék_1,a5k+,36k,§k+1,...§n) = ozdet(éh...,ék_1,5k,§k+1,...§n)
+ﬁdet(§1,...,ék_1,6k,§k+1,...§n) )
1 2 3 1 2 3 0 2 3 0 2 3
(-} -4 5 6|=|0 5 6 | 4|1 5 6 ([+7| 0 5 6
7 -8 -9 0 -8 -9 0 -8 -9 1 -8 -9

2 6 16 1 2
* |8 5=2]3 5]=2([3 5])-
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Propriedades do Determinante

Propriedade (ii) Alternancia

a = éj, i#j = det(A)=0.

.
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Propriedades do Determinante

Propriedade (ii) Alternancia

a = éj, i#j = det(A)=0.

1
4 —
3

(V23.10.2024)
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Propriedades do Determinante

Propriedade (iii) Hiper-Cubo Unitario

—

det(/) = det(éy,...,6p) = 1.
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Boa-Definicdo do Determinante

Teorema (existéncia e unicidade da funcao det)

Existe uma unica fungdo det : Mpx, — R tal que
@ det é n-linear nas colunas da matriz;
@ det é alternada e
@ det(/) =1.
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Boa-Definicdo do Determinante

Teorema (existéncia e unicidade da funcao det)

Existe uma unica fungdo det : Mpx, — R tal que
@ det é n-linear nas colunas da matriz;
@ det é alternada e
@ det(/) =1.

Veremos a ideia da prova, em breve.
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Boa-Definicdo do Determinante

Teorema (existéncia e unicidade da funcao det)

Existe uma unica fungdo det : Mpx, — R tal que
@ det é n-linear nas colunas da matriz;
@ det é alternada e
@ det(/) =1.

Veremos a ideia da prova, em breve.

Antes, examinaremos mais propriedades do determinante (se existir).
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Mais Propriedades do Determinante

Teorema (trocar colunas = trocar o sinal)

det(a1,...,a,-_1,a,-,a,-+1,...,a,-_1,aj,aj+1,...,a,,)
= —det(a1,...,a,-_1,a,-,a,-+1,...,a,-_1,a,-,aj+1,...,an)
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Mais Propriedades do Determinante

Teorema (trocar colunas = trocar o sinal)

det(a1,...,a,-_1,a,-,a,-+1,...,a,-_1,a,-,aj+1,...,a,,)
= —det(a1,...,a,-_1,a,-,a,-+1,...,a,-_1,a,-,aj+1,...,an)

Prova: Para simplificar a notacao, omitimos os argumentos que n&o variam.
Assim,

det(é,' + éj, a + é,) = det(é,', é,) + det(é,', éj) + det(éj, é,) + det(éj, éj) .
’ 0
=0 = =0
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Mais Propriedades do Determinante

Teorema (colunas LD = determinante zero)

Se {a1,...,an} € linearmente dependente, entdo det(A) = 0.
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Mais Propriedades do Determinante

Teorema (colunas LD = determinante zero)

Se {a1,...,an} € linearmente dependente, entdo det(A) = 0.

n
Prova: Se o conjunto é LD, entdo &, = Za,-é,-.
i— 1

ik
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Mais Propriedades do Determinante

Teorema (colunas LD = determinante zero)

Se {a1,...,an} € linearmente dependente, entdo det(A) = 0.

n
Prova: Se o conjunto é LD, entdo &, = Za,-é,-.

i=1

ik
n n
det(r,..., 8k 1,> id;, 8ki1,...8n) =y idet(dr, ..., 8k 1,8, 8ky1, .- &n)
=1 =1 ~3
ik ik
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Mais Propriedades do Determinante

Teorema (colunas LD = determinante zero)

Se {a1,...,an} € linearmente dependente, entdo det(A) = 0.

n
Prova: Se o conjunto é LD, entdo &, = Za,-é,-.
i— 1
i £k
n n
det(r,..., 8k 1,> id;, 8ki1,...8n) =y idet(dr, ..., 8k 1,8, 8ky1, .- &n)
i— 1 i— 1 ™~
P4k i £k

Observacao

Veremos que vale também a volta:  colunas LD <= determinante zero.
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Mais Propriedades do Determinante

Teorema (determinante de matriz diagonal)

Se D é diagonal, entdo det(D) = dy10az - - - dpp.
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Mais Propriedades do Determinante

Teorema (determinante de matriz diagonal)

Se D é diagonal, entdo det(D) = dy10az - - - dpp.

Prova:

det(D) = | d1161 dxp€ -+ dm€p |=di1do---dpn| €1 € -+ €

=1
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Determinante de Matriz 2 x 2

ayr a2 1 ap E
= a + a
4 ax 1 ‘ 0 ax & ‘ 1 axn
— —
1 1 10 0 1 0 0
a2 O 0 +az2 O 1 ‘ asz 1 O +ao2 .1 1 ‘
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Determinante de Matriz 2 x 2

ay ar 1 a2 0 arp
= a + a
4 ax 1 ‘ 0 ax & ‘ 1 axn
— —
1 1 10 0 1 0 0
apz O 0 +az2 O 1 ‘ asz 1 O +ao2 .1 1 ‘
det(A) = ajiax — aai
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Determinante de Matriz 2 x 2

ayr a2 1 ap E
= a -+ a
4 ax 1 ‘0 a2 & ‘1 ag2
—_—— —_———
1 1 10 0 1 0 0
a2 O 0 +az2 O 1 ‘ a2 1 O +ao2 .1 1 ‘
det(A) = ajiax — aai
e
1 @
- +
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Determinante de Matriz 3 x 3

air a2 a 1 app as 0 a2 a 0 a2 a
1 a@p a3 |=a11| 0 ap a3 |+an|1 ap as|+a|0 axn ax
a31 azx as 0 ax as 0 ap ass 1 ap as
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Determinante de Matriz 3 x 3

air a2 a 1 app as 0 a2 a 0 a2 a
A Axp a3 |=ai1| 0 ax am |+ax|1 ax aps |+a| 0 ax axs
a31 azx as 0 ax as 0 ap ass 1 ap as

1 apx as 1 1 a3 1 0 as 1 0 a3

a1| 0 ax as |=ap1|a2|0 0 ap |+ax|0 1 a3 |+ax|0 0 a3
0 asp ass 0 0 as3 0 0 as3 0 1 as3
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Determinante de Matriz 3 x 3

air a2 a 1 app as 0 a2 a 0 a2 a
A Axp a3 |=ai1| 0 ax am |+ax|1 ax aps |+a| 0 ax axs
a31 azx as 0 ax as 0 ap ass 1 ap as
1 apx as 1 1 a3 1 0 as 1 0 a3
a1| 0 ax as |=ap1|a2|0 0 ap |+ax|0 1 a3 |+ax|0 0 a3
0 asp ass 0 0 as3 0 0 as3 0 1 as3
1 1 aps 1 11 110 110
ajia;| 0 0 aoz | = ayraqz| ais 000 “+aos3 0 0 1 +ass 000 =0
0 0 asg 000 000 00 1
0 0 0
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Determinante de Matriz 3 x 3

air a2 a 1 app as 0 a2 a 0 a2 a
21 ax a3 ‘ =ay1| 0 ax am |[+axn|1 ax aps |+ax|0 ax axs ‘
a31 azx as 0 ax as 0 ap ass 1 ap as
1 apx as 1 1 a3 1 0 as 1 0 a3
a1 | 0 ax ao l an <a12 0 O a3 |+ax|0 1 a3 |+ax|0 0 a3 D
0 asp ass 0 0 as3 0 0 as3 0 1 as3
1 1 aps 1 11 110 110
ajia;| 0 0 aoz | = ayraqz| ais 000 “+aos3 0 0 1 +ass 000 =0
0 0 asg 000 000 00 1
0 0 0
1 0 as 10 1 100 100
ajia| 0 1 a3 |=ajiaxn|az| 0 1 0 |+as| 0 1 1 |+a33/0 1 0 = 841822833
0 0 asg 000 000 00 1
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Determinante de Matriz 3 x 3

air a2 a 1 app as 0 a2 a 0 a2 a
A Axp a3 |=ai1| 0 ax am |+ax|1 ax aps |+a| 0 ax axs
a31 azx as 0 ax as 0 ap ass 1 ap as
1 apx as 1 1 a3 1 0 as 1 0 a3
a1 |0 axp ax |=aj|a2| 0 0 axp|+ax|0 1 a3 |+ax|0 0 a3
0 asp ass 0 0 as3 0 0 as3 0 1 as3
1 1 aps 1 11 110 110
ajia;| 0 0 aoz | = ayraqz| ais 000 “+aos3 0 0 1 +ass 000 =0
0 0 asg 000 000 00 1
—_—— —_—— —_———
0 0 0
1 0 as 10 1 100 100
ajia| 0 1 a3 |=ajiaxn|az| 0 1 0 |+as| 0 1 1 |+a33/0 1 0 = 841822833
0 0 asg 000 000 00 1
1 0 a3 10 1 100 100
ai1as2 00 doz | = ayrazz| ais 000 “+aos3 0 0 1 +as3 000 = —aiji1dzzass
0 1 as3 010 010 01 1

————— ———— N—————
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Determinante de Matriz 3 x 3 — continuacao

ann a2 as 1 a2 a3 0 aip as 0 app as
a1 o a3z |=ap| 0 ao as |+axy|1 ao a3z |+a| 0 ap ax
az asp ass 0 azx as 0 azp as 1 azp ass
1 ap a
ai1| 0 axn as = @ay1d82d833 — a11da32d23
0 azp as
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Determinante de Matriz 3 x 3 — continuacao

ann a2 as 1 a2 a3 0 aip as 0 app as
a1 o a3z |=ap| 0 ao as |+axy|1 ao a3z |+a| 0 ap ax
831 as2 as3 0 aszx ass 0 asxx as3 1 as ass
1 ap a
ai1| 0 axn as = @ay1d82d833 — a11da32d23
0 azp as
0 aip as
ai| 1 axp as = @dp1ds3pdiz — dg1dipdaz €
0 azp ass
0 aip as
a1 | 0 axp as = dz1d12d23 — a31d22a43.
1 as ass
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Determinante de Matriz 3 x 3 — continuacao

Finalmente,

ayy a2 as
dp1 dpp dp3 | =  @i18z2833 1+ 21832a13 + az1812823
d31 asz dass

—ai1a328dp3 — d21d12d33 — az1dz24ai3
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Determinante de Matriz 3 x 3 — continuacao

Finalmente,

ayy a2 as
az{ do2 a3 = a118g24833 + 8p1832a13 + az1a12a23
a3y dz2 ass

—3a8118z2823 — do1812a33 — 312243
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Regras de Sarrus

Estes diagramas mneménicos, conhecidos como regras de Sarrus,
nao se estendem além de matrizes 3 x 3.
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Determinante de Matriz n x n: intuicdo sobre formula

@ Linearidade em cada coluna =—

(V23.10.2024)

001 O00O0
0 00 O 1
aztaspdizamdzs| 1 0 0 0 0
0O 00 1O
01 00O
€ {:1r,0,1}

somatério de termos da forma:

(Com um 1 por coluna.)
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Determinante de Matriz n x n: intuicdo sobre formula

@ Linearidade em cada coluna = somatorio de termos da forma:

001 O00O0
0 00 O 1
aztaspdizamdzs| 1 0 0 0 0
0O 00 1O
01 00O
€ {:1r,0,1}

(Com um 1 por coluna.)

@ n" termos, mas “sé” n! ndo-nulos. (Quando 1’s estdo em linhas distintas.)
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Determinante de Matriz n x n: intuicdo sobre formula

@ Linearidade em cada coluna = somatorio de termos da forma:

001 O00O0
0 00 O 1
aztaspdizamdzs| 1 0 0 0 0
0O 00 1O
01 00O
€ {:1r,0,1}

(Com um 1 por coluna.)

@ n" termos, mas “sé” n! ndo-nulos. (Quando 1’s estdo em linhas distintas.)
@ termos n&o-nulos associados com permutagdes o € S, (todas permutacoes).
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Determinante de Matriz n x n: intuicdo sobre formula

@ Linearidade em cada coluna = somatorio de termos da forma:

00100
0 0001
asiaspaizasass| 1 0 0 0 O (Com um 1 por coluna.)
00010
01000
e{—T,on}

@ n" termos, mas “sé” n! ndo-nulos. (Quando 1’s estdo em linhas distintas.)
@ termos nao-nulos associados com permutagdes o € S, (todas permutacdes).
Exemplo, {1,2,3,4,5} +% {3,5,1,4,2} associada com
n
85(1),180(2),285(3),39(4).480(5),5 5&N(0) = sgn(o) H as(j).,j>

=1
sgn(o) = 1 ou —1 (sinal da permutagéo o). !
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Formula de Leibniz para Determinante

o Formula de Leibniz: |det(A) = ) sgn(o Haa(,)d.
oc€Sp
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Formula de Leibniz para Determinante

n
o Formula de Leibniz: |det(A) = ) sgn(0) [ ] av(j),-

O'ESn

@ Formula de uso tedrico: numero de termos cresce muito rapidamente!

n n!
3 6
5 120

20 2.4 %1018
50 3.0 x 1084
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@ Formula prova unicidade se det existir, tem que ter férmula acima.
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o Formula de Leibniz: |det(A) = ) sgn(0) [ ] av(j),-
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@ Formula de uso tedrico: numero de termos cresce muito rapidamente!

n n!
3 6
5 120

20 2.4 %1018
50 3.0 x 1084

@ Formula prova unicidade se det existir, tem que ter férmula acima.
Falta verificar propriedades: n-linear, alternada e vale 1 na identidade.
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Formula de Leibniz para Determinante

n
o Formula de Leibniz: |det(A) = ) sgn(0) [ ] av(j),-

O'ESn

@ Formula de uso tedrico: numero de termos cresce muito rapidamente!

n n!
3 6
5 120

20 2.4 %1018
50 3.0 x 1084

@ Formula prova unicidade se det existir, tem que ter férmula acima.

Falta verificar propriedades: n-linear, alternada e vale 1 na identidade.

Verfificagao é facil mas tediosa: sera omitida.
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