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Autovalores: O que sao

Nesta apresentacdo, consideraremos apenas transformacoes lineares com
mesmo espaco de partida que a chegada:

T:RY — R

Suponha que A seja a matriz de transformagdo: T(x) = Ax.
A matriz A é quadrada d x d.
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Autovalores: O que sao
Nesta apresentacdo, consideraremos apenas transformacdes lineares com 6~
mesmo espaco de partida que a chegada:

T:RI—R?
Suponha que A seja a matriz de transformagdo: T(x) = Ax.
A matriz A é quadrada d x d.

Um ndmero A é um autovalor de T se pudermos encontrar um vetor
v # 0 no nulo é cumprido:

T(v)=Av=)\v.

Por exemplo, A =2 e u = —1 s3o autovalores da transformacao:
X -1 0 X
=l
0 0 1 1
re)-2[3) le]--lo)
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Autovalores e Nucleo

Seja T uma transformacdo linear:

T:RY — RY,

A = 0 é um valor préprio da transformacdo T sim e somente se:

ker(T) # {0}.

Em outras palavras: se o nicleo de T contém algum vetor mais do que o
vetor zero, entdo A = 0 é um valor préprio de T.
O reciproco também é verdadeiro.
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AutoValores: O que sao

Suponha que A\ seja um valor préprio da transformacdo linear:

T:RY — RY.

Os vetores v € R? que se rednem T(v) = Av sio chamados autovetores
de T associados ao autovalor A.
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AutoValores: O que sao

Suponha que A\ seja um valor préprio da transformacdo linear:

T:RY — RY.

Os vetores v € R? que se rednem T(v) = Av sio chamados autovetores
de T associados ao autovalor A.

O conjunto de todos os autovetores associadas ao mesmo valor préprio A é
um subespaco vetorial de R?. E chamado autoespaco associado ao
autovalor A.

A transformacdo T transforma os vetores de Sy como se fosse uma
homotecia da razdo .
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Autovalores: um exemplo
Vamos aceitar o exemplo anterior:

X -1 0 X
[0l )
A =2 E um valor préprio de T e vimos que [ (1) ] era um autovetor

associado a esse valor préprio.
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Autovalores: um exemplo
Vamos aceitar o exemplo anterior:

dMEF ML

A =2 E um valor préprio de T e vimos que [ (1) ] era um autovetor

associado a esse valor préprio. O autoespaco S, associado a A =2 ¢é
formado por todos os vetores com o qual eles cumprem:

T(v) = 2v.
Esses vetores sdo solucbes de sistema:
-1 0 x| | 2x]_ 1|0
0 2 y 2y | | 0|

Resolvendo, entendemos:

= {3 emep= (R
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Autovetores associados a diferentes valores de autovalor
sao linearmente independentes

Se T é uma transformac3o linear e A, i1 é de autovalores que n3o T:
A # u, os autoespacgos correspondentes correspondem a:

S\N'S, = {0}.

Em particular, se vi, vy, ..., v, forem autovetores de T, diferentes de zero e
associados a autovalores diferentes ent3o:

V1,Vo, ...,V  Eles sdo linearmente independentes.
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aviso sobre terminologia

As vezes, vocé encontra outros nomes para se referir aos autovalores ou
autovetores de uma transformacio T.

Os mais comuns s3o:

@ Alguns livros se referem a autovalores como valores préprios e
autovetores como vetores proéprios.

@ Em inglés, os autovalores sao chamados EigenValues e as
autovetores EigenVectors.

o Na fisica, os autovalores s3o geralmente chamados modos préprios.
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Autovalores e Autovetores: Para que s3o para

Compreender os autovalores e autovetores de uma transformacao linear é
um problema fundamental em muitas areas de fisica e engenharia.

Por exemplo, calcular os modos de vibragdo de uma membrana ou uma
estrutura é reduzido para obter a matriz (muito grande).
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Autovalores e Autovetores: Para que s3o para

Compreender os autovalores e autovetores de uma transformac3o linear é
um problema fundamental em muitas areas de fisica e engenharia.

Por exemplo, calcular os modos de vibragdo de uma membrana ou uma
estrutura é reduzido para obter a matriz (muito grande).

Em Estadistica, os autovalores e autovetores sao muito usados para:

@ Substituir uma matriz quadrética positiva definida por uma de menor
posto.

e Calcular poténcias A de matrizes quadradas, como aquelas que
aparecem em cadeias de Markov.
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Autovalores: como sao calculados

Suponha que nossa transformac3o linear T : RY — R? tenha como
matriz associada a matriz A.Lembre -se de que isso significa que:

T(x) = Ax, qualquer que seja o vetor x € RY.

Um nidmero real A é um valor préprio de T se e somente se houver um
vetor x € RY diferente de 0, de modo que T(x) = Ax ou o mesmo:

Ax = Ax.
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Autovalores: como sao calculados
Suponha que nossa transformac3o linear T : RY — R tenha como
matriz associada a matriz A.Lembre -se de que isso significa que:

T(x) = Ax, qualquer que seja o vetor x € RY.

Um nidmero real A é um valor préprio de T se e somente se houver um
vetor x € RY diferente de 0, de modo que T(x) = Ax ou o mesmo:

Ax = Ax.
Isso é equivalente a que o seguinte sistema de equagdes:
(A= Xld)x =0.

tenha uma solucdo diferente para a solugdo trivial x = 0. E, portanto, ter
solugdes infinitas, sendo este um sistema homogéneo.
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Autovalores: como sao calculados
Suponha que nossa transformac3o linear T : RY — R tenha como
matriz associada a matriz A.Lembre -se de que isso significa que:

T(x) = Ax, qualquer que seja o vetor x € RY.

Um nidmero real A é um valor préprio de T se e somente se houver um
vetor x € RY diferente de 0, de modo que T(x) = Ax ou o mesmo:

Ax = Ax.
Isso é equivalente a que o seguinte sistema de equagdes:
(A= Xld)x =0.

tenha uma solucdo diferente para a solugdo trivial x = 0. E, portanto, ter
solugdes infinitas, sendo este um sistema homogéneo.

Isso ocorre se e somente se a matriz A — Ald nao for invertivel. Isto é,
dizer:

A é um valor préprio de T se e somente se:

det(A— Ald) =0




o polindmio caracteristico de T : RY — R?

Como na transparéncia anterior, A é a matrizde T: T(x) = Ax. =
A quantidade det(A — A 1d) é sempre um polindmio na varidvel A de grau
tanto d.
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o polindmio caracteristico de T : RY — R?
Como na transparéncia anterior, A é a matrizde T: T(x) = Ax.

A quantidade det(A — A 1d) é sempre um polindmio na varidvel A de grau
tanto d.

Por exemplo, sim

>

I
cow
oNn o
N -

entao

det(A—Ald)=det| 0 2-X 1 =(3-))(2-)>2
0 0 2-2)
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o polindmio caracteristico de T : RY — R?

Como na transparéncia anterior, A é a matrizde T: T(x) = Ax.
A quantidade det(A — A 1d) é sempre um polindmio na varidvel A de grau
tanto d.

Por exemplo, sim

>

Il
oo w
oNn o
N = O

entao

3-)2 0 0
det(A—Xld)=det| 0 2-X 1 =(3-))(2-)>2
0 0 2-2)

polindbmio caracteristico de T é polindmio no desconhecido A:
p(\) = det(A — Ald).

As raizes polinomiais caracteristicas s3o os autovalores de T.
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Existem transformacdes lineares que nao tém perigos

Considere a transformac3o de R? correspondente a uma virada em torno?= ’
da origem do angulo 7/2 no sentido anti-hordrio. E dado por:

X 0 -1 X
T =
HREEM
E n3o tem valor préprio. O polindmio caracteristico é:

-2 -1
1 =X

p()\):det[ ]:)\2+1,

Isso ndo tem raizes reais. Como os autovalores s3o as raizes do polindmio
caracteristico, ele ndo tem valor préprio.
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Existem transformacdes lineares que nao tém perigos
Considere a transformac3o de R? correspondente a uma virada em torno?=
da origem do angulo 7/2 no sentido anti-hordrio. E dado por:

X 0 -1 X
T -
-0
E n3o tem valor préprio. O polindmio caracteristico é:

_ -A —11] 0
p()\)—det[ 1 )\]—)\ +1,

Isso ndo tem raizes reais. Como os autovalores s3o as raizes do polindmio
caracteristico, ele ndo tem valor préprio.

No entanto, A2 + 1 tem raizes complexas +i = e=™/2. N3o é dificil ver que
a presenca de raizes complexas A € C no polindmio caracteristico de uma
transformacdo T : RY — RY corresponde ao fato de que a transformacio
linear atua em um certo plano de RY como uma curva de angulo Arg(\)

seguida por uma homotecia de raciocinio |A|. Mas ndo veremos neste aula.
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Autovalores: alguns exercicios

Exercicio. Mostre que uma transformacio linear 7 : RY — RY tem
muito d autovalores. O que tem que acontecer para que o nimero de
autovalores seja estritamente menor que d?
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Autovalores: alguns exercicios

Exercicio. Mostre que uma transformacio linear 7 : RY — RY tem
muito d autovalores. O que tem que acontecer para que o nimero de
autovalores seja estritamente menor que d?

Solucdo. Os autovalores de T s3o as raizes de seu polindmio
caracteristico p(A). Vimos que p é um polinémio de grau d.Portanto, ndo
pode ter mais do que d raizes, porque, caso contrario, seu grau seria
estritamente maior que d.
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Autovalores: alguns exercicios

Exercicio. Mostre que uma transformacio linear 7 : RY — RY tem
muito d autovalores. O que tem que acontecer para que o nimero de
autovalores seja estritamente menor que d?

Solucdo. Os autovalores de T s3o as raizes de seu polindmio
caracteristico p(A). Vimos que p é um polinémio de grau d.Portanto, ndo
pode ter mais do que d raizes, porque, caso contrario, seu grau seria
estritamente maior que d.

O numero de autovalores de T serd estritamente menor que d se alguma
das raizes polinomiais caracteristicas:
@ é um numero complexo

@ tem multiplicidade maior que 1 Isso significa que, na fatoracdo de
p(A), um termo do formuldrio aparece

(a—N)*  com k> 1.
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Autovalores: alguns exercicios

Exercicio. Demonstra o seguinte: Se a matriz A da transformagdo linear"™
T :RY — RY for uma matriz triangular (superior ou inferior), os
autovalores de T sdo precisamente os elementos da diagonal de A.
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Autovalores: alguns exercicios

Exercicio. Demonstra o seguinte: Se a matriz A da transformac3o linear
T :RY — RY for uma matriz triangular (superior ou inferior), os
autovalores de T s3o precisamente os elementos da diagonal de A.

Solucdo. Se A for triangular superior ou inferior, o mesmo acontece com a
matriz A — Ald, qualquer que seja o valor \.

Portanto, sendo uma matriz triangular, o determinante de A — Ald (que é
o polindmio caracteristico de T) coincide com o produto dos elementos da
diagonal de A — Ald:

det(A - A |C|) = (311 - )\)(322 - )\) s (add - )\).

Portanto, o polindmio caracteristico de T tem precisamente as raizes dos
ndmeros:
di11, d22, ..., ddd-

Como as raizes polinomiais caracteristicas sdo os autovalores de T,
demonstramos o que eles nos pediram.
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Autovalores: alguns exercicios

Exercicio. Temos uma transformac3o linear que possui uma matriz
associada

4 -1 6
A=12 1 6
2 -1 8

Calcule seu autovalores. Para cada valor préprio, o carro associado obteve
uma base.
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Autovalores: alguns exercicios
Exercicio. Temos uma transformac3o linear que possui uma matriz
associada

4 -1 6
A=12 1 6
2 -1 8

Calcule seu autovalores. Para cada valor préprio, o carro associado obteve
uma base.

Solucao. Comecamos calculando o polindmio caracteristico de T:

4-X -1 6
det(A—Ald)=det| 2 1-X 6 |=0
2 -1 8-)

Esse determinante pode ser resolvido com a regra de Sarrus, mas é
aconselhdvel realizar operagdes por fileiras e/ou colunas (as regras de
gerenciamento determinantes nos permitem) para simplificar o célculo do

determinante.
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Entao,

det| 2 9-X 6 =(2-X1%09-))=0

Vocé ndo deve expandir o produto anterior. Lembre -se de que o que
queremos é calcular as raizes do polindmio caracteristico. Se ao calcular,
ele ja foi dado como um produto dos polindmios de grau um, o célculo das
raizes é imediato.
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Entao,

det| 2 9—-X 6 =(2-X22%9-))=0

Vocé n3o deve expandir o produto anterior. Lembre -se de que o que
queremos é calcular as raizes do polindmio caracteristico. Se ao calcular,
ele ja foi dado como um produto dos polindmios de grau um, o célculo das
raizes é imediato.

Assim, temos dois autovalores diferentes, A; = 2 com multiplicidade dois
(é uma raiz dupla do polinémio) e A, = 9 com multiplicidade 1.
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Agora, calculamos os autoespacos, ou seja, os autovetores associados ao
autovalores que obtivemos usando o polinémio. Comegamos com quem

tem multiplicidade 1. O espago serd o conjunto de solu¢Bes do seguinte

sistema de equagles homogéneas:

-5 -1 6 X 0
(A= Xldv=(A-9ldv=| 2 -8 6 yl=10
2 -1 -1 z 0

Resolvendo o sistema anterior por Gauss, conseguimos isso

X 1
So = y | :2x—y—z=y—2z=0 :< 1 >

z 1
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Repetimos o processo para A\; = 2 que tem multiplicidade igual a dois.
Resolvendo o sistema homogéneo

2 -1 6 X 0

(A=2ldv=1|2 -1 6 y|=120

2 -1 6 z 0

Nds conseguimos:
X 1 0
S = y | :2x—y+6z=0 :< 01,1 >

1 1
z 3 6
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Autovetores: como calcula-los

Acabamos de ver em um exemplo de como calcular as autovetores de uma
transformacao linear. Em geral, se A é um valor préprio da transformacio
linear T : RY — RY com matriz A, o autoespaco associado calcula a
solucdo do sistema homogéneo:

(A= Xld)x = 0.

Lembre-se de que escrevemos Sy para nos referir ao conjunto de todas as
solugBes deste sistema. Como A é um valor préprio, segue-se que:

dim Sy, > 1.
Por outro lado, o seguinte pode ser demonstrado:

dim S < multiplicidade de A como a raiz do polinémio caracteristico de T-J
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As vezes, a desigualdade é rigorosa

Abaixo, apresentamos um exemplo de uma transformac3o linear com a
propriedade de que ela possui um autoespaco de dimens3o estritamente
menor que a multiplicidade do autovalor.

Tomamos T : R? — R? dado por:

X 11 X
Il
O polindémio caracteristico de T é p(\) = (1 — \)?.Possui uma tnica raiz

A =1 de Multiplicidade 2.
Os autovetores associados ao valor de autovalor A = 1 s3o solugdes de:

GRS

0 ]> que é um subespaco da dimensao um.
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Transformacoes diagonalizaveis

Uma transformacdo linear T : R — R? é diagonalizavel se vocé puder
encontrar uma base de RY formado pelo autovetor T.
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Transformacoes diagonalizaveis

Uma transformacdo linear T : R — R? é diagonalizavel se vocé puder
encontrar uma base de RY formado pelo autovetor T.

A transformacdo da transparéncia anterior NAQO é diagonalizavel:

X 11 X _ ey 1.
T[y]_[o 1][}/], tem um Unico valor préprio A = 1,

Mas o espaco automatico associado a esse valor tnico, S; tem uma
dimensao.

Portanto, é impossivel encontrar uma base de R? formado por autovalores
de T.
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Transformacoes diagonalizaveis

A transformacdo T : R3 — R3 dada por: =
X 4 -1 6 X
Tly|=]12 1 6 y
z 2 -1 8 z

Sim é diagonalizavel.
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Transformacoes diagonalizaveis
A transformacdo T : R3 — R3 dada por:

X 4 -1 6 X
Tly|=]12 1 6 y
z 2 -1 8 z

Sim é diagonalizavel. Vimos anteriormente que ele tem dois autovalores,
A1 = 2, Ao = 9;0s auto -aspacios associados em conformidade:

dim 52 = 2, dim 59 =1.

Portanto, é possivel encontrar duas autovetores vy, vy associadas ao valor
préoprio A1 = 2 que sdo linearmente independentes.

Se v3 # 0 é um autovetor associado ao valor préprio A\» = 9, entdo:
{v1,v2,v3} é uma base deR?,

formado por auto -vetor T.
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Critério para uma transformacao linear a ser diagonaliza

Em vista do que vimos antes, had os seguintes critérios que garantem que
uma transformac3o linear seja diagonalizavel.

Uma transformacdo linear T : RY — R9 é diagonalizavel se e somente se
estiver em conformidade:
© A soma das multiplicidades das raizes polinomiais caracteristicas de T
é igual a d.
@ Para cada raiz A do polinémio caracteristico (isto é, para cada
autovalor) de T, os autoespagos Sy cumprem isso:

dim S\, = Multiplicidade de A.
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um caso importante

Suponha que T : RY — R seja uma transformac3o linear cuja matriz
associada A seja simétrica: A= A’ . Nesse caso, é cumprido:

o T é diagonalizavel.
@ Sim vy e vy sdo duas autovetores que correspondem a dois
autovalores que n3o T entdo:

(Vl)TV2 =0.
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Matriz associada a uma transformacao diagonalizavel

Suponha agora que T : RY — RY seja diagonalizavel. Vamos ver que a'~
matriz A associada a T pode diagonalizar.

Suponha que A1, A2, ...\y sejam os autovalores de T (se estes ndo forem
diferentes, temos sua multiplicidade). Seja {v1,va, ...,vq} uma base de R?
formada por autovetores de T.

Construimos a matriz Q (do cambio de base) cujas colunas s3o os vetores
Vi,V2, ..., V4.

Q=] vi|va| - |vg
Ent3o:

M O - 0

0 X\

- —QlAqQ.

0 0 - My
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demonstracao

Vamos chamar D a matriz que tem na diagonal os sinais de T e zero o%@
restante de suas entradas.
Queremos ver que D = Q 1A Q ou, o que é 0 mesmo:

QD =AQ.
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demonstracao

Vamos chamar D a matriz que tem na diagonal os sinais de T e zero no
restante de suas entradas.

Queremos ver que D = Q 1A Q ou, o que é 0 mesmo:
RD=AQ.

Para ver que isso é verdade, vamos comparar as colunas das matrizes que

estao em ambos os lados da igualdade. Fazemos isso na primeira coluna, o
restante é tratado de forma andloga.
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demonstracao
Vamos chamar D a matriz que tem na diagonal os sinais de T e zero nof*
restante de suas entradas.

Queremos ver que D = Q 1A Q ou, o que é 0 mesmo:

QD =AQ.

Para ver que isso é verdade, vamos comparar as colunas das matrizes que
estao em ambos os lados da igualdade. Fazemos isso na primeira coluna, o
restante é tratado de forma andloga.

A primeira coluna de A Q é igual a A(1 col.de Q):

AV1 = )\1V1.
A primeira coluna de Q@ D é Q (1 col.de D).Isso é:
A1 1

0 0
QI . =M@ . | =M\v1.
0 0
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Aplicacdo: Célculo das poténcias de uma matriz

Suponha que A seja a matriz associada a uma transformacao linear
diagonalizavel. Encontre uma férmula simples para A.
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Aplicacdo: Célculo das poténcias de uma matriz

Suponha que A seja a matriz associada a uma transformac3o linear
diagonalizavel. Encontre uma férmula simples para A.

Solugao. Seja D diagonal e @ como na transparéncia anterior. Ent3o:
D=Q 1AQ, ouequivalentemente QD Q! = A.

Ent3o,
A=QDQR1QDQR'=QD?*Q!
E, em geral,

AK=QDQ1QDQ ! - QDQ 1 =QDrQ!

k términos
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Aplicacdo: Numeros de Fibonacci

Os niimeros de Fibonacci sdo definidos por uma férmula recursiva:
Fn =rp-1+ an2

e casos base
Fo=F =1.
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Aplicacdo: Numeros de Fibonacci

Os niimeros de Fibonacci sdo definidos por uma férmula recursiva:
Fn =rp-1+ an2

e casos base
Fo=F =1.

Também podemos defini-los usando matrizes:

FEARER R H
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Aplicacdo: Numeros de Fibonacci

Os niimeros de Fibonacci sdo definidos por uma férmula recursiva:
Fn =rp-1+ an2

e casos base
Fo=F =1.

Também podemos defini-los usando matrizes:

Fn 11 Fooi | | 2| |1
F.i| |10 Foo |"| | |1
A vantagem de definir os niimeros dessa maneira é que é facilmente
deduzido que:
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Para alcancar uma férmula explicita para o n-ésimo nimero de Fibona
precisamos apenas elevar uma matriz a uma poténcia.
O truque é diagonalizar a matriz:

117 .
[1 0]_U-D-U
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Para alcancar uma férmula explicita para o n-ésimo nimero de Fibona
precisamos apenas elevar uma matriz a uma poténcia.

O truque é diagonalizar a matriz:

117 .
[1 0]_U-D-U

Encontramos os autovalores

[ 1] ) -en([ 5 3]
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Operando e simplificando:

FARHIN

Ent3o
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Operando e simplificando:

] s ) (e

Ent3o

1
n— = - T =

VB 2 VA
Isso ndo é uma curiosidade arcaica, esse procedimento funciona para
qualquer equacido de diferenca, que é usada muito em economia e
biologia... e para estudar cadeias de Markov.
O aspecto da equacdo indica que encontrar férmulas desse tipo ndo é
trivial.

1+\/§>" 1 (1—\/5>"
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Aplicacao: Projecao ortogonal

Seja Ps : R — RY a transformacdo linear de que um vetor x € R
associa sua projecio ortogonal Ps(x) em um subespaco vetorial S C RY.

@ se os autovalores e autovetores de Ps.

@ é sempre diagonalizavel?
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