Algebra linear
Universidade Pedagogica de Maputo

Teste 2. 28 de julho de 2025
Sobrenome, nome e numero de identificagao:
AVISO: Escreva sua resposta somente neste félio.

Para que um exercicio receba a pontuagao, tanto a resposta quanto a abordagem e a
justificativa devem estar corretas.

A presenca de notas, livros, telefones celulares, calculadoras e outros dispositivos
eletronicos nao é permitido.

1. (2,5 pontos) (por exigéncia popular). Um professor deve eleger quanto tempo dedicar aos trés
temas 1, 2 e 3. Inocentemente, pregunta aos estudantes, e recebe solicitacoes contraditérias. Se
t1,t2,t3 e a tempo dedicado a cada tema, diferentes estudantes solicitam que sejam seguidas estas
recomendagoes:

t1 +i2 = 5
t1 +te +t3 = 9
t1 +t3 = 8
to +ts3 = 7

+t3 = 3

Parece claro que a inica maneira de satisfazer a os estudantes é usar o método de minimos quadra-
dos. Encontre a solugao de este sistema em o sentido de minimos quadrados.

2.. Vamos S = ((0,1,1,0),(1,-1,1,0),(1,1,3,0)) um subespaco de R*, e T = {ax +y — 2z —t = 0}
é um otro subespaco que depende de um parametro o € R.

e (a. 1 ponto) Calcule a dimensdo do suplementério ortogonal S+ de S.
e (b. 2 ponto) Para a = 2, calcule a projegao do vetor v = (1,1,1,1) sobre T.

e (c. 2 pontos) Encontre equagoes para o subespago SN 7T e calcule sua dimensao em fungao
do parametro a.

3 (2,5 pontos). Encontre una referéncia afim para o subespaco T'= {ax +y — 2z — t = 1}, como
fun¢ao do parametro «.

4. (Recuperacao de sistemas lineares de equagoes). Aos coeficientes a = (ag,a1,a2) de um
polinémio p(x) = ag + a1 + agz? de grado menor o igual que 2 associamos os coeficientes do
polinémio ¢(z) = p/(x) = by + by + baz?, a derivada do polinémio p(z).

e Expresse o vector b = (bg, b1, b2) com os coeficientes de ¢(z) nela forma b = B - a, para uma
matriz B.

e Calcule B* para qualquer valor de k > 1.

e Repita o primeiro apartado para os polindémios de grado < n, e calcule B"t!,



Solucao detalhada para o Problema 1: A matriz de coeficientes do sistema é
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e o vetor de termos independentes é
b'=(59 8 7 3)
Definimos um vetor com as incégnitas
th=(t t2 t3)

O sistema A -t = b nao tem solucoes classicas, mas admite solugoes no sentido do minimos
quadrados: AT -A-t=AT - b:

3 2 2 29 %
AT A=[2 3 2 | AT b= 21 | st=| &
2 2 4 27 2

Solugao detalhada para o Problema 2 a:
S+ estd formado por aqueles vetores de R que sejam ortogonais a todos os vetores de S, e é
suficiente exigir que sejam ortogonais aos geradores:

0 1 10 0
St={dxeR:[ 1 -1 10 ] -x=1[0
1 1 30 0

Aplicando o método de Gauss (vocé pode usar https://www.cancamusa.net/sage/linear_system.

o) L (1 -1 10 N
s=feene (00 1 0) = ()]

Dado que chegamos a um sistema escalonado de duas equagoes, o sistema tem duas varidveis ligadas
e duas livres. Entdo ST tem dimensdo 2, igual ao niimero de varidveis livres.

Solucao detalhada para o Problema 2 b: Observamos que T é um subespaco vetorial dado
por a equacdo {2z +y — z — t = 0}. Esto implica que T estd gerado por (2,1, —1,—1).

Dado que é equivalente calcular a projecao sobre T' ou sobre T, vamos a calcular a projecio
sobre T+. E mais fécil calcular prLv, a projecio sobre T, dado que dim(T) = 1, entdo é isso
que vamos a calcular.

Encontramos uma base ortonormal {u} para 7" tomando qualquer vetor de T e dividindo-o
pela sua norma.
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https://www.cancamusa.net/sage/linear_system.html
https://www.cancamusa.net/sage/linear_system.html

A projecio de v sobre T é:
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Entao a projegao de v sobre T' é

1 2/7 5/7
o v I 1/7 | 6/7
pPrv=v=prev=o g —17 | T 87
1 -1/7 8/7

Solucao detalhada para o Problema 2c: Nés lembramos que

sefrem (5 71 0) %= (5))

e deduzimos que:
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Entao
S={-2r—-y+z2=t=0}

SNT={-2r—-—y+z=t=ar+y—z—1t=0}

Usando o método de Gauss,

-2 -1 1 O 0
SNT=¢xeR: 0 0 0 1 -x:(0> —
a 1 -1 0
1 1/2 ~1/2 0 .
xeR: [ 0 1-a/2 -14a/2 0 ~x:<0>
0 0 0 1

O sistema estd escalonado. Se o = 2, temos duas varidveis livres, entdo dim(SNT) = 2, e se
a # 2, temos s6 uma variavel livre, entao dim(SNT) = 1.
Solucao detalhada para o Problema 3: O sistema estd escalonado e tem exactamente uma
variavel ligada. Se a =0, y = 1+ z + t esta ligada, e o resto sao livres.

1 1 0 0
0 0 1 1
T=1o|* < o'l 1]]o >
0 0 0 1
e uma referéncia afim e:

1 1 0 0
0 0 1 1
Py = 0 Avi,ve,vs} = ol 111 o
0 0 0 1



Sea#0,x= é(l —y+ z+1t) estd ligada e o resto sao livres.

1/ —1/a e 1/
0 1 0 0
=1 o |* o 'l 1 || o >
0 0 0 1
e uma referéncia afim é:
1/ —1/a 1/a 1/

0 1 0 0
POZ 0 7{v17V2aV3}: 0 ; 1 ) 0
0 0 0 1

Alternativa: Também era possivel tomar y = 1 —ax + z 4+t como varidvel ligada sempre, para
todo valor de «, encontrando esta referéncia afim:

0 1 0 0
1 —Q 1 1
Py = 0 Avi,ve,vs} = 0 A I
0 0 0 1

Solugao detalhada para o Problema 4: Temos que ¢(x) = a1 + 2asx, entao:

bo 0 20 ag
bl =B-a= 0 0 1 . al
b 0 00 a9
E f4cil comprovar que
0 0 2 0 00
B =000 |,B>=([00 0
0 00 0 00

entdo B¥ = B3 . B¥3 = ( para k > 4.
Para polinomios de grado < n, temos p(z) = >_; ajx?, q(z) = > ajjxi~t. Entao, si B = (b;;),

temos que
b — 7 sej=1+1
Y71 0 em outro caso

Vimos no exame anterior que B™ serd a matriz 0. Também decorre do facto de que multiplicar os
coeficientes do polinémio pela matriz B é a mesma cosa que derivar el polinoémio, e entdo B"t! é a
matriz 0, dado que a derivada de ordem n + 1 de um polindmio de grado menor ou igual que n é 0.



