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Posto de uma matriz.Definicao

Vamos tomar uma matriz A de dimensdes n x d.E chamado posto de A o
ntimero de linhas de A que sdo linearmente independentes.
Vamos escrever como Posto A.
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Posto de uma matriz.Definicao

Vamos tomar uma matriz A de dimensdes n x d.E chamado posto de Ao
ntimero de linhas de A que sdo linearmente independentes.
Vamos escrever como Posto A.
Por exemplo, sim:
A 1 1 0 3
-1 -1 0 -3

Ent3o Posto A = 1, uma vez que a primeira e a segunda linha de A s3o
proporcionais e, portanto, sdo linearmente dependentes.
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Posto e dimensao (i)

Vamos escrever A (Matrix n x d) em termos de seus vetores de linha:

(f)7
(f)"

(fa)"
Portanto, se Sgi.s é 0 subespaco de R? gerado pelas fileiras de A:

Stlas = (f1,f2, ..., fp)

Segue -se isso
Posto A = dim Sg16.
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Posto de uma matriz. Como calcula -lo

A maneira mais facil de calcular o posto de uma matriz é aplicar o método
de Gauss.

Célculo de Posto(A)
Se C é a matriz obtida de A Aplicando o método de Gauss (lembre-se de

que C é sempre uma matriz triangular superior) entdo:

Posto A = Posto C = Numero de linhas de C diferente de zero

= Ndmero de variaveis ligadas do sistema Cx = 0.

v
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Posto de uma matriz. Como calcula -lo

A razao pela qual Posto A = Posto C é que as operagdes elementares que
usamos no método de Gauss n3o alteram o posto da matriz resultante.
Mais precisamente, o subespaco gerado pelas fileiras da nova matriz é
exatamente o mesmo que o subespaco Sgi.s gerado pelas fileiras de A:

© Se trocarmos entre duas linhas de A, a matriz que os resultados tém
0 mesmo posto que A.
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Posto de uma matriz. Como calcula -lo

A razao pela qual Posto A = Posto C é que as operagdes elementares que
usamos no método de Gauss n3o alteram o posto da matriz resultante.
Mais precisamente, o subespaco gerado pelas fileiras da nova matriz é
exatamente o mesmo que o subespaco Sgi.s gerado pelas fileiras de A:

© Se trocarmos entre duas linhas de A, a matriz que os resultados tém
0 mesmo posto que A.

@ Se multiplicamos uma linha de A por um nidmero diferente de zero, o
subespac¢o gerado por suas fileiras ndo muda.
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Posto de uma matriz. Como calcula -lo

A razao pela qual Posto A = Posto C é que as operagdes elementares que
usamos no método de Gauss n3o alteram o posto da matriz resultante.
Mais precisamente, o subespaco gerado pelas fileiras da nova matriz é
exatamente o mesmo que o subespaco Sgi.s gerado pelas fileiras de A:

© Se trocarmos entre duas linhas de A, a matriz que os resultados tém
0 mesmo posto que A.

@ Se multiplicamos uma linha de A por um nidmero diferente de zero, o
subespac¢o gerado por suas fileiras ndo muda.

© O mesmo acontece se substituirmos uma linha de A por si s6 mais
uma outra linha diferente dele (verifique!).
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classificacdo e dimensao (ii)

Esse resultado nos permite dar uma segunda interpretacao do posto de
uma matriz.

Vamos tomar uma matriz A das dimensdes n x d e considerar o subespaco
F de R? formado por solucdes do sistema Ax = 0.

iOlho!

F N3o é o mesmo que o subespaco Sgjas que usamos antes. J
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classificacdo e dimensao (ii)

Esse resultado nos permite dar uma segunda interpretacao do posto de
uma matriz.

Vamos tomar uma matriz A das dimensdes n x d e considerar o subespaco
F de R? formado por solucdes do sistema Ax = 0.

iOlho!

F N3o é o mesmo que o subespaco Sgjas que usamos antes.

Célculo de dim(F) utilizando Posto(A)

dim F = Nidmero total de varidveis — Niimero de equagdes lin.independente
v
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classificagdo e dimensao (ii)

Se, como antes, C for a matriz obtida de A aplicando o método de Gauss,
é seguido para que:

F={xcR?: Ax=0}={xecRY: Cx=0}.
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classificacdo e dimensao (ii)

Se, como antes, C for a matriz obtida de A aplicando o método de Gauss,
é seguido para que:

F={xcR?: Ax=0}={xecRY: Cx=0}.
Entao

Posto A = Posto C = N2 Varidveis ligadas ao sistema Cx =0

= d — n? Variaveis livres do sistema Cx =0
=d—dimF.
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Posto A = Posto A”

Uma das propriedades mais importantes do posto de uma matriz é que
coincide com o nimero de colunas de A que sdo linearmente
independentes.

posto por fileiras = posto por columnas

Se A é uma matriz n X d, ent3o:

Posto A = nimero de linhas de A s3o lin.independente
= numero de colunas de A que sdo lin.independente
= Posto A*.
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Posto A = Posto A”.L4 se vai uma demonstracio

que Posto A = dim Sg1.5. Além do mais:

Shlas = {todas as combinacdes lineares de linhas de A} = {x" A : x € R9}.
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Posto A = Posto AT .L4 se vai uma demonstracio

que Posto A = dim Sgjas. Além do mais:

Shlas = {todas as combinacdes lineares de linhas de A} = {x" A : x € R9}.

As solucdes do sistema AATx = 0 s3o as mesmas que aquelas de
ATx=0

Claramente, as solucdes de ATx = 0 também s3o solucdes de
AATx = 0.Vamos ver que o reciproco é verdadeiro.
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Posto A = Posto AT .L4 se vai uma demonstracio

Vamos tomar o subespaco Sgi.s de RY gerado pelas fileiras de A. Sabemos
que Posto A = dim Sgjas. Além do mais:

Shlas = {todas as combinacdes lineares de linhas de A} = {x" A : x € R9}.

As solucdes do sistema AATx = 0 s3o as mesmas que aquelas de
ATx=0
Claramente, as solucdes de ATx = 0 também s3o solucdes de

AATx = 0.Vamos ver que o reciproco é verdadeiro.
Se x verifica que AATx = 0 ent3o:

0=x"AATx=(ATx)T(ATx) = ||ATx|].

Isso mostra que A”x = 0.
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Posto A = Posto A”. Existe uma demonstracio (cont.) @

Portanto, transpondo: x” A = 0 se e somente se x’ AAT = 0.
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Posto A = Posto A”. Existe uma demonstracio (cont.)
Portanto, transpondo: x” A = 0 se e somente se x' AAT =0

Isso significa que as mesmas combinacdes lineares de linhas de Ae AAT
d3o zero, em particular:

Posto A = Posto(AAT).

P. Angulo,F. Macia (UP) Posto de uma matriz Algebra Linear 10/11



Posto A = Posto A”. Existe uma demonstraco (cont.)
Portanto, transpondo: x” A = 0 se e somente se xT AAT = 0.

Isso significa que as mesmas combinacdes lineares de linhas de Ae AAT
d3o zero, em particular:

Posto A = Posto(AAT).

Como as linhas de AAT s3o combinacdes lineares das fileiras de AT
(verifique!), Segue-se:

Posto A = Posto(AT A) < Posto AT

Por enquanto, mostramos que a faixa transposta de uma matriz é maior
como a faixa da matriz sem transpor.
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Posto A = Posto A”. Existe uma demonstraco (cont.)
Portanto, transpondo: x” A = 0 se e somente se xT AAT = 0.

Isso significa que as mesmas combinacdes lineares de linhas de Ae AAT
d3o zero, em particular:

Posto A = Posto(AAT).

Como as linhas de AAT s3o combinacdes lineares das fileiras de AT
(verifique!), Segue-se:

Posto A = Posto(AT A) < Posto AT

Por enquanto, mostramos que a faixa transposta de uma matriz é maior
como a faixa da matriz sem transpor.
Se aplicarmos isso a AT, conseguiremos isso Posto AT < Posto(AT)T.
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Posto A = Posto A”. Existe uma demonstraco (cont.)
Portanto, transpondo: x” A = 0 se e somente se xT AAT = 0.

Isso significa que as mesmas combinacdes lineares de linhas de Ae AAT
d3o zero, em particular:

Posto A = Posto(AAT).

Como as linhas de AAT s3o combinacdes lineares das fileiras de AT
(verifique!), Segue-se:

Posto A = Posto(AT A) < Posto AT
Por enquanto, mostramos que a faixa transposta de uma matriz é maior
como a faixa da matriz sem transpor.

Se aplicarmos isso a AT, conseguiremos isso Posto AT < Posto(AT)T.
como (AT)T = A, mostramos que

Posto AT < Posto A,
portanto:
Posto A = Posto A”.
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Posto A = Posto A”. Existe uma demonstraco (cont.)
Portanto, transpondo: x” A = 0 se e somente se xT AAT = 0.

Isso significa que as mesmas combinacdes lineares de linhas de Ae AAT
d3o zero, em particular:

Posto A = Posto(AAT).
Como as linhas de AAT s3o combinacdes lineares das fileiras de AT
(verifique!), Segue-se:
Posto A = Posto(AT A) < Posto AT
Por enquanto, mostramos que a faixa transposta de uma matriz é maior
como a faixa da matriz sem transpor.

Se aplicarmos isso a AT, conseguiremos isso Posto AT < Posto(AT)T.
como (AT)T = A, mostramos que

Posto AT < Posto A,

portanto:
Posto A = Posto A” .

Q.E.D.
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Propriedades do posto

O alcance de uma matriz A

@ E igual ao ndmero maximo de linhas linearmente independentes.
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Propriedades do posto

O alcance de uma matriz A

@ E igual ao ndmero maximo de linhas linearmente independentes.

@ E igual ao nimero maximo de colunas linearmente independentes.
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Propriedades do posto

O alcance de uma matriz A
@ E igual ao ndmero maximo de linhas linearmente independentes.

s

@ E igual ao nimero maximo de colunas linearmente independentes.

@ é menor ou igual ao nimero de linhas e que o niimero de colunas.
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Propriedades do posto

lcance de uma matriz A

O

E igual ao nimero maximo de linhas linearmente independentes.

igual ao nlimero maximo de colunas linearmente independentes.

ms

a
°
°
@ é menor ou igual ao nimero de linhas e que o niimero de colunas.
°

€ maior ou igual ao posto de qualquer submatriz.
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Propriedades do posto

O

Icance de uma matriz A
E igual ao nimero maximo de linhas linearmente independentes.

s

E igual ao nimero maximo de colunas linearmente independentes.

a
°
°
@ é menor ou igual ao nimero de linhas e que o niimero de colunas.
@ é maior ou igual ao posto de qualquer submatriz.

°

Pode ser calculado pelo método de Gauss.
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Propriedades do posto

O alcance de uma matriz A
@ E igual ao ndmero maximo de linhas linearmente independentes.

s

E igual ao nimero maximo de colunas linearmente independentes.
€ menor ou igual ao nimero de linhas e que o nimero de colunas.
€ maior ou igual ao posto de qualquer submatriz.

Pode ser calculado pelo método de Gauss.

A faixa de uma matriz triangular é igual ao nimero de elementos n3o
nulos da diagonal.
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