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Sistemas de equacoes lineares

Um exemplo:

2z 4w =5

2x =2y +z +2w =4
3% +w =0

X =y =0,

e Aqui, x,y,z, w sdo varidveis ou incégnita.
@ Os numeros que multiplicam as varidveis s3o os coeficientes do
sistema.

@ Os ndmeros que n3o estdo multiplicando as varidveis sio Termos
independentes.Neste exemplo, estdo os niimeros préximos a direita
nas igualdades.

@ a Solucao do sistema s3o valores numéricos especificos para as
varidveis x, y, z, w para as quais todas as equacdes do sistema
simultaneamente s3o atendidas para as varidveis.
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O que significa resolver um sistema?

Resolver un sistema

Solucao de um sistema significa encontrar todas as suas solu¢es, ou
falhando nisso, mostre que o sistema ndo possui solucdes.

Exemplo 1. O sistema:

x +y =1,
x —y =0,

Ele tem apenas uma solugdo x =1/2, y =1/2.
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O que significa resolver um sistema?

Resolver un sistema

Solucao de um sistema significa encontrar todas as suas solu¢es, ou
falhando nisso, mostre que o sistema ndo possui solucdes.

Exemplo 2. O sistema:

x +y =1,
2x 2y =2,

Tem indmeras solugdes.Qualquer par de valores (x,y) que se retinem
x =1 — y sdo solugdes.
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O que significa resolver um sistema?

Resolver un sistema

Solucao de um sistema significa encontrar todas as suas solu¢es, ou
falhando nisso, mostre que o sistema ndo possui solucdes.

Exemplo 3. O sistema:

x +y =1,
x +y =2

Nao tem solucdo.As duas equagdes impbdem requisitos contraditérios a
soma de x E y.
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Sistemas equivalentes

Definicién
Diremos que dois sistemas de equagdes lineares sdo equivalente se os dois
sistemas tiverem exatamente as mesmas solucoes.
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Sistemas equivalentes

Definicién
Diremos que dois sistemas de equagdes lineares sdo equivalente se os dois
sistemas tiverem exatamente as mesmas solucoes.

@ estd implicito na definicio de que, para dois sistemas equivalentes,
eles precisam ter o mesmo nimero de incégnitas.
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Sistemas equivalentes

Definicién
Diremos que dois sistemas de equagdes lineares sdo equivalente se os dois
sistemas tiverem exatamente as mesmas solucoes.

@ estd implicito na definicio de que, para dois sistemas equivalentes,
eles precisam ter o mesmo nimero de incégnitas.

@ Se dois sistemas forem equivalentes e um deles ndo possui solucdes, o
mesmo vale para o outro.
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Trés regras para obter um sistema equivalente de outro i

Método fundamental

Se alguma das trés regras apos um sistema de equacdes lineares for
aplicada um sistema equivalente.

@ Trocar a ordem das linhas Trocamos duas equacgdes entre si. Esse
processo altera apenas a ordem das equacoes.
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Trés regras para obter um sistema equivalente de outro i

Método fundamental

Se alguma das trés regras apos um sistema de equacdes lineares for
aplicada um sistema equivalente.

@ Trocar a ordem das linhas Trocamos duas equacgdes entre si. Esse
processo altera apenas a ordem das equacoes.

@ Reescalado de linhas: multiplicamos os dois lados de uma equacao
por uma constante diferente de zero.
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Trés regras para obter um sistema equivalente de outro @

Método fundamental

Se alguma das trés regras apos um sistema de equacdes lineares for
aplicada um sistema equivalente.

@ Trocar a ordem das linhas Trocamos duas equacgdes entre si. Esse
processo altera apenas a ordem das equacoes.

@ Reescalado de linhas: multiplicamos os dois lados de uma equacao
por uma constante diferente de zero.

© Combinacao de linhas: Uma equacdo é substituida pela soma de si
mesma e um muiiltiplo de outra equac3o diferente de ele do sistema.

v
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O método Gauss

Método Gauss ou Método de eliminacao gaussiano é um
procedimento que, aplicado a um sistema de equacdes lineares, permite
obter um sistema equivalente mais simples, que pode ser resolvido com
limpando incégnitas.

O método consiste em aplicar as trés regras anteriores apés um padrio
estabelecido que descrevemos abaixo por meio de um exemplo.
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O método Gauss em acdo

2z 4+w =5

2x 2y 4z +2w =4
y +w =0

X -y =0,

Vamos aplicar o método Gauss para resolver este sistema.

Paso 0

Paso 0 consiste na escolha de uma ordem nas variaveis ou

incégnitas.Vamos pedir as incégnitas como esta:

X?.y?Z?W

Embora pudéssemos ter escolhido qualquer outra ordem.
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O método Gauss em acdo

2z 4+w =5

2x 2y 4z +2w =4
y +w =

X -y =0,

Paso 1

Pedimos as equagdes para que, na equacgdo, colocamos em primeiro lugar a
primeira varidvel apareca.
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O método Gauss em acdo

X -y =0

2x 2y 4z +2w =4
2z 4w =

y +w =0.

Paso 1

Pedimos as equagdes para que, na equacdo, colocamos em primeiro lugar

que a primeira varidvel apareca.

Uma vez que isso ndo modificaremos mais a primeira equacao.

P. Angulo,F. Macia (ETSIN) O Método de Gauss

Algebra Lineal

8/23



O método Gauss em acdo

X -y =0

2x 2y 4z +2w =4
2z 4w =

y +w =0.

Paso 1 (cont.)

Agora eliminamos a primeira varidvel (x neste caso) de todas as equacdes
exceto a primeira, aplicando a regra 3.
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O método Gauss em acdo

X -y =0
z 42w =4
2z +w =

3% +w =0

Paso 1 (cont.)

Agora eliminamos a primeira varidvel (x neste caso) de todas as equa¢des
exceto a primeira, aplicando a regra 3.

Para fazer isso, substituimos a segunda equacdo pela segunda equacio
menos duas vezes a primeira.

N3o é necessdrio fazer nada com a terceira e quarta equag3o, pois nelas a
varidvel x n3o aparece.
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O método Gauss em acdo

X -y =0
z 42w =
2z +w =

y +w =0

Paso 2

Como dissemos antes, ndo tocamos mais a primeira equagao.
Passamos para ordenar as equag¢des do segundo ao ultimo, para que, na
equacgao, colocamos em segundo lugar que a segunda varidvel apareca.
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O método Gauss em acdo

X -y =0
y +w =
z 42w =

2z +w =5.

Paso 2

Passamos para ordenar as equagdes do segundo ao ultimo, para que, na
equacdo, colocamos em segundo lugar que a segunda varidvel apareca.

Se a segunda varidvel n3o aparecesse em nenhuma das equagdes da
segunda para a ultima, pularifamos esta etapa e irfamos diretamente para a
etapa 3.
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O método Gauss em acdo

X -y =0
y +w =
z 42w =

2z +w =5.

Paso 2 (cont.)

A partir deste ponto, ndo tocamos mais a primeira ou a segunda equagio
novamente.Em seguida, eliminamos a segunda varidvel das terceiras
equagdes em diante aplicando a regra 3 como antes.

Como a variavel y n3o aparece em nenhuma dessas equag¢des, ndo fazemos
nada.

o
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O método Gauss em acdo

X -y =0
y +w =
z 42w =

2z +w =5.

Paso 3

Passamos para ordenar as equacdes do terceiro ao ultimo, para que, na
equacdo que colocamos em terceiro lugar, a segunda varidvel apareca.
Como € esse o caso, deixamos o sistema como ele é.
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O método Gauss em acdo

X -y =0
y tw =

z 42w =4

2z +w =5.

Paso 3 (cont.)

A partir deste ponto, ndo tocamos mais as equacgdes de um a trés.
Em seguida, eliminamos a terceira varidvel, z neste caso, das quartas
equagoes em diante aplicando a regra 3 como antes.
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O método Gauss em acdo

X -y =0
y +w =
z 2w =4
3w =-3

Paso 3 (cont.)

Em seguida, eliminamos a terceira variavel, z neste caso, das quartas
equacgoes em diante aplicando a regra 3 como antes.
Para eliminar z da dltima equacdo, subtraimos a terceira duas vezes.
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o método Gauss em acao

Tendo usado apenas as trés regras para passar de uma, os sistemas:

2z 4w =5 X —y =0
2x =2y +z +2w =4 y +w =0
y +w =0 y z +2w =4

X =y =0, —3w =-3.

Eles sdo equivalentes, ou seja, eles tém exatamente as mesmas solugdes.

P. Angulo,F. Macia (ETSIN) O Método de Gauss Algebra Lineal 13/23



o método Gauss em acao

Tendo usado apenas as trés regras para passar de uma, os sistemas:

2z 4w =5 X —y =0
2x =2y +z +2w =4 y +w =0
y +w =0 y z +2w =4

X =y =0, —3w =-3.

Eles sdo equivalentes, ou seja, eles tém exatamente as mesmas solugdes.

Mas o segundo sistema é muito facil de resolver, pois é um Sistema
Escalonado.
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O método Gauss em acdo

Para resolver

X -y =0
y +w =0
z 2w =4

—3w = -3.

E suficiente resolver as equag¢bes que comegam com a dltima, continuando
para o pentltimo e assim por diante até chegar ao primeiro.
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O método Gauss em acdo

Para resolver

X -y =0
y +w =0
z 2w =4

—3w = -3.

E suficiente resolver as equag¢bes que comegam com a dltima, continuando
para o pentltimo e assim por diante até chegar ao primeiro.

Fazendo isso, entendemos que a (nica solugdo do sistema é:
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versao matricial do método Gauss

Para resolver o sistema

a11x1  +tapxe ... +aigxd = b
axx1 +axxy ... +axgxXq= b
anix1 +amX2 ... “+apgXg = by,

Comecamos definindo a matrize de Coeficientes A, o vetor de
incégnitas x e o vetor de termos independentes b:

a1 a2 ... adid X1 by

do1 d22 ... ayd X2 b2
A = X 7)( = i b =

anl a2 ... and Xd b,

para que o sistema seja escrito A-x = b.
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Subsecdo: estenda uma matriz

Se tivermos duas matrizes A e B com o mesmo ndmero de linhas:

A= ap|ax|---|ay ’B: by |by|---| by

Podemos estender a matriz A com a matriz B:

A|B: ai (a2 | -+ | dg b]_ b2 bm

P. Angulo,F. Macia (ETSIN) O Método de Gauss Algebra Lineal 16 /23



Versao matricial do método Gauss

O préximo passo é definir o matriz aumentada:

ajy ap ... aid | b

do1 d22 ... azd bg
Alb = .

dnl dn2 ... dpd bn
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Versao matricial do método Gauss

O préximo passo é definir o matriz aumentada:

a1l aw ... aid| b

a1 a» ... ax | b
Alb =

dnl dn2 ... dpd b,,

e depois executar Operacdes Elementares nas fileiras de A:
@ Troca da posi¢do duas linhas
@ Multiplique uma linha por um nimero diferente de zero
@ Adicione a uma linha um multiplo de outra linha

com o objetivo de alcangar um matriz escalonada.
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Versao matricial do método Gauss

O préximo passo é definir o matriz aumentada:

a1l aw ... aid| b

a1 a» ... ax | b
Alb =

dnl dn2 ... dpd bn

e depois executar Operacdes Elementares nas fileiras de A:
@ Troca da posi¢do duas linhas
@ Multiplique uma linha por um nimero diferente de zero
@ Adicione a uma linha um multiplo de outra linha

com o objetivo de alcangar um matriz escalonada. Depois de obter uma
matriz escalonada, se o sistema tiver uma soluc3do dnica, é facil continuar

realizando operagdes elementares até que a submatriz da esquerda seja a
identidade ...
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Versao matricial do método Gauss @

O préximo passo é definir o matriz aumentada:

a1l aw ... aid| b

a1 a» ... ax | b
Alb =

dnl dn2 ... dpd bn

e depois executar Operacdes Elementares nas fileiras de A:
@ Troca da posi¢do duas linhas
@ Multiplique uma linha por um nimero diferente de zero
@ Adicione a uma linha um multiplo de outra linha
com o objetivo de alcangar um matriz escalonada. Depois de obter uma

matriz escalonada, se o sistema tiver uma soluc3do dnica, é facil continuar

realizando operagdes elementares até que a submatriz da esquerda seja a
identidade ...

vamos olhar para um exemplo!
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Método Gauss na versao Matrix

Para o sistema de ecuacdes

2z =1
x +y =0
—x +z =0
0 matriz aumentada es:
00 2|1
Ab=| 11 0|0
-1 0 1|0
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Método Gauss na versao Matrix

Para o sistema de ecuacdes

X +y
—X
o matriz aumentada es:
0
Alb = 1
-1
Permutamos as fileiras 1 e 2
11
0 0
-1 0

P. Angulo,F. Macia (ETSIN)

O Método de Gauss

2z =1
=0
+z =0
0 2|1
1 0|0
0 1]0
0]0
211
10

Algebra Lineal
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Método Gauss na versao Matrix

Adicionamos linha 1 a linha 3

1100
0 0 2|1
01 10
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Método Gauss na versao Matrix

Adicionamos linha 1 a linha 3

11 0]0
0 0 2|1
10 11 ]
Trocamos a segunda e a terceira fila
[1 1 0[]0 ]
01 1(0
|0 0 2|1

Ja temos o sistema de forma escalonada e verificamos que o sistema
possui uma tnica solugdo, pois os coeficientes diagonais sdo diferentes de
zero.
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Método Gauss na versao Matrix

Adicionamos linha 1 a linha 3

1
0
1

O O =
O =

Trocamos a segunda e a terceira fila

—
o

O O

1
1
0 1

Ja temos o sistema de forma escalonada e verificamos que o sistema
possui uma tnica solugdo, pois os coeficientes diagonais sdo diferentes de
zero. Nosso objetivo é agora “limpar o valor de cada varidvel”, atingindo
equacgdes do tipo: x = xp, ¥ = Yo, Z = Zp que envolvem uma Unica varidvel
com coeficiente 1.
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Método Gauss na versao Matrix

Adicionamos a segunda linha o terceiro multiplicado por -(1/2)

O O =
o R K
N O O
|

=N O
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Método Gauss na versao Matrix

Adicionamos a segunda linha o terceiro multiplicado por -(1/2)

110
01 0]~
0 0 2

= NIR O

Adicionamos a linha 1 o segundo multiplicado por -1

1 00
01 0]-—
0 0 2

= NN =
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Método Gauss na versao Matrix

Adicionamos a segunda linha o terceiro multiplicado por -(1/2)

110
01 0]~
0 0 2

= NIR O

Adicionamos a linha 1 o segundo multiplicado por -1

100 %
01 0|3
0 0 2 1
Dividimos a terceira fila por 2
1 00| 2
010 —%
0 01 5
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Escola de equacdes lineares escalonadas

Um sistema de equagdes tem vdrias incdgnitas (x, y, z, w, t) e vérias
equacoes:
X —y —w =0
2z +2t =0
—3w -t =-3.
Vamos estudar os sistemas escalonados por dois motivos:

@ O método Gauss permite um sistema de equacgdes escalonadas com as
mesmas solucdes que qualquer sistema de equacoes lineares.

@ E especialmente facil obter as solu¢des de um sistema de equacdes
escalonadas.
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Definicao de sistema escalonado @

Pivo

Para comecar, é necessario Ordenar as variaveis.No exemplo anterior,
podemos usar a ordem € x, y,z, w, t. Em seguida, definimos o pivo de
uma equacao como a primeira variavel, na ordem que escolhemos, que
aparece na equacgao com um coeficiente diferente de zero.

Sistema escalonado

Um sistema de equacgdes é escalonado se o pivo da primeira equacio for
uma varidvel anterior o pivé da segunda equacgdo, o pivo da segunda
equacdo é anterior ao pivd do terceiro e assim por diante.
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Variaveis livres e ligadas

X —y —w =0
2z 2w +2t =0
3w —t =-3

Varidveis livres

As varidveis que ndo sio pivo de qualquer equacio sio livres
Varidveis gratuitas podem levar qualquer combinacao de valores reais.

Variaveis ligadas

As varidveis que sim sao pivd de uma equagao sao Ligadas
Seu valor é determinado quando conhecemos os valores de todas as
variaveis livres.
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Variaveis livres e ligadas

X —y —w =0
2z 2w +2t =0
3w —t =-3

Varidveis livres

As variadveis que ndo s3o pivo de qualquer equagdo sdo livres (y, t).
Varidveis gratuitas podem levar qualquer combinacao de valores reais.

Variaveis ligadas

As variadveis que sim s3o pivo de uma equacdo sio Ligadas (x,z, w).
Seu valor é determinado quando conhecemos os valores de todas as
variaveis livres.
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