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solucdes de um sistema de equacdes homogéneas

Toda vez que resolvemos um Sistema de equacées lineares homogéneas, as
solucdes tém a mesma forma:
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solucdes de um sistema de equacdes homogéneas

e

Toda vez que resolvemos um Sistema de equacées lineares homogéneas, as
solucdes tém a mesma forma:

x =2y =0 {(2zzz),zcR}
y —z =0.
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solucdes de um sistema de equacdes homogéneas

Toda vez que resolvemos um Sistema de equacées lineares homogéneas, as
solucdes tém a mesma forma:

{ x =2y =0 {(2z,z,z),z € R} 2
=0.
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solucdes de um sistema de equacdes homogéneas

Toda vez que resolvemos um Sistema de equacées lineares homogéneas, as
solucdes tém a mesma forma:

x =2y =0 {(2z,z,z),z € R} 2
y —z =0. z zeR

{x =2y =0 {(2y,y,2),y,z€R}
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solucdes de um sistema de equacdes homogéneas

Toda vez que resolvemos um Sistema de equacées lineares homogéneas, as
solucdes tém a mesma forma:

x =2y =0 {(2z,z,z),z € R} 2
y —z =0. z|1|:zeR

1

{x =2y =0 {(2y,y,2),y,z€R} 2 0
yl1|4+z]|0]|y,zeR

0 1
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solucdes de um sistema de equacdes homogéneas

Toda vez que resolvemos um Sistema de equacdes lineares homogéneas, as
solucdes tém a mesma forma:

x =2y =0 {(22,2,2),z € R} 2
y —z =0. z|1]:zeR

1

{ X _2y =0 {(2y,y,z),y,z€R} 2 0
yl1|4+z]|0]|y,zeR

0 1

Lembre-se de que as trés descricdoes definem o mesmo conjunto, de uma
maneira implicita, paramétrica e vetorial.
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subespaco vetor

Isso motiva a seguinte defini¢3o:

Subespaco vetorial
Um subconjunto S de R” é um subespaco vetorial se puder ser expresso
no formulario:

S:{Zl-V1+---—|—Zk-VkZ 21,...ZkE]R}

Para certos vetores vy, ...v, € R” que sdo chamados de conjunto de
geradores de S.
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subespaco vetor

Isso motiva a seguinte defini¢3o:

Subespaco vetorial

Um subconjunto S de R” é um subespaco vetorial se puder ser expresso
no formulario:
S={zz-vi+--+zk-vg: z1,...2¢k € R}

Para certos vetores vy, ...v, € R” que sdo chamados de conjunto de
geradores de S.

Também aceitamos como espaco vetorial “o subespaco 0” cujo tnico
0

elemento é o vetor zero 0 = | : | (porque também pode ser o conjunto

0
de solugdes de um sistema de equagdes)
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Exemplos

Por exemplo, o conjunto de solugGes de:

x =2y =0 {(2z,2,z),z € R} 2
y -z =0. z|1 zeR
1
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Exemplos

Por exemplo, o conjunto de solugGes de:

{ x =2y =0 {(2z,z,2),z € R} 2
y -z =0. z|1 zeR
1
2
E um subespaco vetorial gerado por vi = | 1
1
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Exemplos

O conjunto de solugdes de:
{x -2y =0 {(2y,y.2),y,2€R} 2 0
yl1|+4+z|0]|y,zeR
0 1
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Exemplos

O conjunto de solugdes de:

{x -2y =0 {(2y,y,2),y,z€R} 2 0
yl1|+4+z|0]|y,zeR
0 1
2 0
E um subespaco vetorial gerado porvi=| 1 | ,vo=1] 0
0 1
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Exemplos

O conjunto de solugdes de:

{x -2y =0 {(2y,y,2),y,2€R} 2 0
yl1|+4+z|0]|y,zeR
0 1
2 0
E um subespaco vetorial gerado porvi=| 1 | ,vo=1] 0
0 1

El conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales

Ja demonstramos, usando o método Gauss, que o conjunto de solucdes de
um sistema de equacdes lineares homogéneas é sempre um subespaco
vetorial.
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subespacos vetoriais R?

Exemplos de subespacos vetoriais de R?:
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subespacos vetoriais R?

Exemplos de subespacos vetoriais de R?:

@ subespaco trivial, formado pelo vetor de coordenadas [ 8 ]
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subespacos vetoriais R?

Exemplos de subespacos vetoriais de R?:
. 0
@ subespaco trivial, formado pelo vetor de coordenadas [ 0 ]
e subespaco total, formado por todos os vetores de R2. Um possivel

conjunto de geradores de S = R? é v; = [ é ] V2 = [ (1) ]
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subespacos vetoriais R?

Exemplos de subespacos vetoriais de R?:

@ subespaco trivial, formado pelo vetor de coordenadas [ 8 ]

e subespaco total, formado por todos os vetores de R%2. Um possivel

conjunto de geradores de S = R? é v; = [ (1) ] Vg = [ (1) ]

@ A reta vetorial, formado por todos os mdltiplos Av de um vetor v
que n3o é o vetor zero.
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subespacos vetoriais R3

Exemplos de subespacos vetoriais de R3:
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subespacos vetoriais R3
Exemplos de subespacos vetoriais de R3:

@ subespaco trivial, formado pelo vetor de coordenadas | 0
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subespacos vetoriais R3

Exemplos de subespacos vetoriais de R3:

@ subespaco trivial, formado pelo vetor de coordenadas

o O o

e subespaco total, formado por todos os vetores de R3. Um possivel
conjunto de geradores de S = R3 é

1 0 0
V] = 0 , Vo = 1 , Vo = 0
0 0 1
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subespacos vetoriais R3

Exemplos de subespacos vetoriais de R3:

0
@ subespaco trivial, formado pelo vetor de coordenadas | 0
0

e subespaco total, formado por todos os vetores de R3. Um possivel
conjunto de geradores de S = R3 é

1 0 0
V] = 0 , Vo = 1 , Vo = 0
0 0 1

@ A reta vetorial, formado por todos os miiltiplos de um vetor vy que
ndo é o vetor zero.
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subespacos vetoriais R3

Exemplos de subespacos vetoriais de R3:

@ subespaco trivial, formado pelo vetor de coordenadas

o O O

e subespaco total, formado por todos os vetores de R3. Um possivel
conjunto de geradores de S = R3 é

1 0 0
V] = 0 , Vo = 1 , Vo = 0
0 0 1

@ A reta vetorial, formado por todos os miiltiplos de um vetor vy que
ndo é o vetor zero.

@ O plano vetorial, formado por todos os vetores que podem ser
escritos na forma z; - v + z» - Vo, onde vy e vy s3o dois vetores que
n3o sao um miltiplo do outro.
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O conjunto de geradores ndo é exclusivo @

Os exemplos anteriores ja sugerem que o mesmo subespaco pode ter m
de um conjunto de geradores.
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O conjunto de geradores ndo é exclusivo @
ma 3‘“"‘/

Os exemplos anteriores ja sugerem que o mesmo subespaco pode ter
de um conjunto de geradores.

2 —4
z| 1 |:zeRp=<A| =2 |:2eR
1 -2
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O conjunto de geradores ndo é exclusivo

2 —4
z| 1 |:zeRy=¢A| -2 |:2€R
1 | —2
2 0 [
yl 1| +z|0|:y,zeRp=<A| 1| +p| 1 A eER
0 1 |1 -1
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O conjunto de geradores ndo é exclusivo

Os exemplos anteriores ja sugerem que o mesmo subespaco pode ter mals
de um conjunto de geradores.

2 [ -4
z|1]|:zeRp=¢A| =2 |:2€eR
1 | —2
[0 [ 2 2
yl 1| +z|0|:y,zeRp=<A| 1| +p| 1 A eER
| 1] | 1 -1
(1] [0 ] [0
alO0O|+b| 1| +c|O0]:abceR =
| 0 | | 0 | | 1]
[ 1] [ 1] [ 1]
d|l 1 |+e| 1 |+f| 0] :defeR
| 1] | 0 ] | 0 ]
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o nimero de vetores de um conjunto de geradores

Pode até acontecer que dois conjuntos de geradores do mesmo subespaco
vetorial tenham ndmero diferente de elementos:
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o nimero de vetores de um conjunto de geradores

Pode até acontecer que dois conjuntos de geradores do mesmo subespaco
vetorial tenham ndmero diferente de elementos:

2 —4 6
z|1]:zeRp=C¢A| -2 |+up| 3] :hpeR
1 -2 3
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o nimero de vetores de um conjunto de geradores

Pode até acontecer que dois conjuntos de geradores do mesmo subespaco
vetorial tenham ndmero diferente de elementos:

2 —4 6
z|1]:zeRp=C¢A| -2 |+up| 3] :hpeR
1 -2 3
F o 0
y| 1| 4+z]|0]|:y,zeR» =
Vel
[ 2] [0 ] 2
yl 1| 4+z|0|+w]|1l]|:y,zzweR
| 0 | | 1] 1
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combinacoes lineares

Vamos introduzir uma definicao fundamental:
Combinacao linear

Dizemos que um vetor v é uma combinag3o linear de {wj,

Ce W} ose
houver m nimeros reais ti, ... t, de tal maneira que

V=1=1 W+ -+ ty Wy
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combinacoes lineares

Vamos introduzir uma definicao fundamental:

Combinacao linear

Dizemos que um vetor v é uma combinag3o linear de {wy,...,wp,} se
houver m nimeros reais ti, ... t, de tal maneira que

V=1=1 W+ -+ ty Wy

Subespaco engendrado por k vectores

O subespaco gerado por {vi,...,vi} é o subespaco vetorial formado por
todas as combinacdes lineares s3o esses vetores:

Vi, sy ={z1-vi+- -+ 2z vk z1,...2 € R}
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dependéncia e independéncia linear @
=/

Vectores linealmente dependientes

Dizemos que m vetores {wjq,...,W} sdo linearamente dependentes Se
houver m ndmeros reais t1, ...t nem todos nulos de tal maneira que

tp-wi+- -+ tymow,=0

P. Angulo,F. Macia (UP) Subespagos vetoriais Algebra Linear 11/29



dependéncia e independéncia linear

: ) @w,
Vectores linealmente dependientes

Dizemos que m vetores {wj,

.., W} sdo linearamente dependentes Se
houver m ndmeros reais t1, ...t nem todos nulos de tal maneira que

tp-wi+- -+ tymow,=0

Dizemos que m vetores sio linearmente independentes se n3o forem
linearmente dependentes.

P. Angulo,F. Macia (UP) Subespagos vetoriais
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dependéncia e independéncia linear =

Vectores linealmente dependientes

Dizemos que m vetores {wjq,...,W} sdo linearamente dependentes Se

houver m ndmeros reais t1, ...t nem todos nulos de tal maneira que
t1-wi+- -+ tm o w,=0

Dizemos que m vetores sio linearmente independentes se n3o forem
linearmente dependentes.

E claro que, se, para um conjunto de geradores {vi, ..., vk}, adicionamos

uma combinac3o linear dos vetores de conjunto, o subespago gerado for o
mesmo:

k
(V1,. .., Vg) = v1,...,vk,E ajvj
Jj=1
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dependéncia e independéncia linear la
Vectores linealmente dependientes

Dizemos que m vetores {wjy, ..., W} sdo linearamente dependentes Se
houver m ndmeros reais t1, ...t nem todos nulos de tal maneira que

t1-wi+- -+ tm o w,=0

Dizemos que m vetores sio linearmente independentes se n3o forem
linearmente dependentes.

E claro que, se, para um conjunto de geradores {vi, ..., vk}, adicionamos

uma combinac3o linear dos vetores de conjunto, o subespago gerado for o
mesmo:

k
(V1o oy V) = ( V1, ..., Vi, E ajvj
Jj=1
E facil deduzir que, se os vetores {vi,...,vi} forem linearmente

dependentes, podemos gerar o mesmo subespaco vetorial com um vetor
menos.
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Um vetor sobrou aqui, estranho
Por exemplo, o seguinte subespaco vetorial é gerado por trés vetores

2 0 2
V1 = 1 , Vo = 0 ,V3 = 1
0 1 2

S=(vi,vo,v3) = {yvi +zvo + wv3 : y,z,w € R}
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Um vetor sobrou aqui, estranho
Por exemplo, o seguinte subespaco vetorial é gerado por trés vetores

2 0 2
V] = 1 ,Vo = 0 ,V3 = 1
0 1 2

S ={(vi,vo,v3) = {yvi + zvo + wvz : y,z, w € R}
Mas esses vetores s3o linearmente dependentes:

vi+2vp—v3 =0
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Um vetor sobrou aqui, estranho
Por exemplo, o seguinte subespaco vetorial é gerado por trés vetores

2 0 2
V] = 1 ,Vo = 0 ,V3 = 1
0 1 2

S ={(vi,vo,v3) = {yvi + zvo + wvz : y,z, w € R}
Mas esses vetores s3o linearmente dependentes:
vi+2vp—v3 =0
E podemos limpar um, por exemplo vi = —2vs + v3, € escrever:

S = (v1,v2,v3) = (v, v3)
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Um vetor sobrou aqui, estranho
Por exemplo, o seguinte subespaco vetorial é gerado por trés vetores

2 0 2
Vi = 1 ,Vp = 0 ,V3 = 1
0 1 2

S ={(vi,vo,v3) ={yvi +zvo + wv3 : y,z,w € R}
Mas esses vetores s3o linearmente dependentes:
vi+2vp—v3 =0
E podemos limpar um, por exemplo vi = —2vs + v3, € escrever:
5 = <V1,V2,V3> = <V2,V3>

Mas também podemos limpar vz = vi + 2v; ou vp = —fvl + V3,
escrever:
S = (v1,v2,v3) = (vi,v2) = (V1,V3)
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Exercicio

V] =

oo or
cooroO
<
w
Il
or oo
cocow
co RN

Quais dos seguintes conjuntos sdo linearmente independentes e quais sdo
geradores de S = (vy,vp,v3)?
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Exercicio

V] =

oo or
cooroO
<
w
Il
or oo
cocow
co RN

Quais dos seguintes conjuntos sdo linearmente independentes e quais sdo
geradores de S = (vy,vp,v3)?

o {V17V2}
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Exercicio

V] =

o O o
O O = O
O = O O
O O O W
O O~ DN

Quais dos seguintes conjuntos sdo linearmente independentes e quais sdo
geradores de S = (vy,vp,v3)?

o {V17V2}

o {V47 Vo, V3}
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Exercicio

Vi = y V2 = » V3 , Vg4 = , V5 =

o O o
O O = O
O = O O
O O O W
O O~ DN

Quais dos seguintes conjuntos sdo linearmente independentes e quais sdo
geradores de S = (vy,vp,v3)?

(] {V17V2}

o {V47 Vo, V3}

o {V17V27V3,V4,V5}
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Exercicio

Vi = y V2 = » V3 , Vg4 = , V5 =

o O o
O O = O
O = O O
O O O W
O O~ DN

Quais dos seguintes conjuntos sdo linearmente independentes e quais sdo
geradores de S = (vy,vp,v3)?
(] {V17V2}
{va,v2,v3}
{v1,v2,v3,v4,v5}

{vi,va}
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Exercicio

Vi = y V2 = » V3 , Vg4 = , V5 =

o O o
O O = O
O = O O
O O O W
O O~ DN

Quais dos seguintes conjuntos sdo linearmente independentes e quais sdo
geradores de S = (vy,vp,v3)?
(] {V17V2}
{va,v2,v3}
{v1,v2,v3,v4,v5}
{vi,va}

{V]_, V2,V5}
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Exercicio

Vi = y V2 = » V3 , Vg4 = , V5 =

o O o
O O = O
O = O O
O O O W
O O~ DN

Quais dos seguintes conjuntos sdo linearmente independentes e quais sdo
geradores de S = (vy,vp,v3)?
(] {V17V2}
{va,v2,v3}
{v1,v2,v3,v4,v5}
{vi,va}
{v1,v2,vs}

{v3,va,vs5}
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coeficientes de um vetor em uma base @
==

Os vetores {vi,...,vi} sdo uma base de S se e somente se algum vetor
w € S puder ser expresso como uma combinagdo linear de {vy,...,vi} de
uma maneira Unica.
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coeficientes de um vetor em uma base @
= /3

Os vetores {vi,...,vi} sdo uma base de S se e somente se algum vetor
w € S puder ser expresso como uma combinagdo linear de {vy,...,vi} de
uma maneira Unica.

@ Se {vy,...,vx} gera S, entdo qualquer w € S pode ser escrito
W = X1V1 + -+ + Xk Vg
Se houvesse outra combinacdo linear diferente:
W = y1V1 + -+ Yk

Entdo (x1 — y1)vi + -+ (xk — yk)vk = 0, mas como {vi,...,vx} é
linearmente independente, os coeficientes x; — y; devem ser 0.
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coeficientes de um vetor em uma base .

Os vetores {vi,...,vi} sdo uma base de S se e somente se algum vetor
w € S puder ser expresso como uma combinagdo linear de {vy,...,vi} de
uma maneira Unica.

@ Se {vy,...,vx} gera S, entdo qualquer w € S pode ser escrito
W = X1V1 + -+ + Xk Vg
Se houvesse outra combinacdo linear diferente:
W = y1V1 + -+ Yk

Entdo (x1 — y1)vi + -+ (xk — yk)vk = 0, mas como {vi,...,vx} é
linearmente independente, os coeficientes x; — y; devem ser 0.

@ Se tudo w € S puder ser expresso como uma combinacdo linear de
{v1,...,vk}, fica claro que eles geram S.
Além disso, 0 é uma combinacdo linear de {v1,..., v} de uma
maneira unica, com coeficientes iguais a 0, entdo é um conjunto
linearmente independente.

P. Angulo,F. Macia (UP) Subespagos vetoriais Algebra Linear 14 /29



coeficientes de um vetor em uma base @
=2/

Se {v1,...,vk} é uma base de S e w € S, os coeficientes de w na base
{v1,...,vk} sdo os unicos nimeros reais xi, . .., Xy COMO:

W = X1V1 + - + Xk Vg
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coeficientes de um vetor em uma base @
/3

Se {vi,...,vk} é uma base de S e w € S, os coeficientes de w na base
{v1,...,vk} sdo os unicos nimeros reais xi, . .., Xy COMO:

W = X1V1 + -+ + Xk Vg

Nés os encontramos resolvendo um sistema de equag¢des lineares, de
maneira matrizial

A-x=w
onde A é a matriz n x k cujas colunas sdo os vetores {vi,...,vk} exéo
vetor desconhecido:
X1
X2
A= Vi | Vo | -+ | Vg , X =
Xk
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coeficientes de um vetor em uma base @
/3

Se {vi,...,vk} é uma base de S e w € S, os coeficientes de w na base
{v1,...,vk} sdo os unicos nimeros reais xi, . .., Xy COMO:

W = X1V1 + -+ + Xk Vg

Nés os encontramos resolvendo um sistema de equag¢des lineares, de
maneira matrizial

A-x=w
onde A é a matriz n x k cujas colunas sdo os vetores {vi,...,vk} exéo
vetor desconhecido:
X1
X2
A= vi| v | - |vg | ,x=
Xk

. € se propusemos esse sistema de equag¢des com w ¢ S, ele n3o possui
solucdo.
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Lema

Suponha que {vi,...,v} seja um conjunto de vetores linearmente
independentes do subespaco S gerados por {w,...,wp,}.
Entdo k < m.
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Lema

Suponha que {vi,...,v} seja um conjunto de vetores linearmente
independentes do subespaco S gerados por {w,...,wp,}.
Entdo k < m.
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Lema

Suponha que {vi,...,v} seja um conjunto de vetores linearmente
independentes do subespaco S gerados por {wy,...,wp}.
Entdo k < m.

@ Como {ws,...,wpy} gera S, o vetor u; é uma combinaggo linear:
Vi = Z1W1 + -+ + ZnWp

E pelo menos um dos z; ndo é nulo. Podemos limpar isso w; e deduzir que
{vVi,W1,...,Wj_1,Wj}1,...,Wn} gera S.
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Lema

Suponha que {vi,...,v} seja um conjunto de vetores linearmente
independentes do subespaco S gerados por {wy,...,wp}.
Entdo k < m.

@ Como {ws,...,wpy} gera S, o vetor u; é uma combinaggo linear:
VI = ZIW1 + -0 ZmWim

E pelo menos um dos z; ndo é nulo. Podemos limpar isso w; e deduzir que
{Vi,W1, ..., Wj_1,Wj41,...,Wn} gera S.

@ Como {vi,W1,...,Wj_1,Wjt1,...,Wn} gera S, o vetor vo é uma combinacdo
linear de v; e m — 1 vetores do todo {w1,...,wp}.
N3o pode acontecer que nessa combinag3o linear, todos os coeficientes dos vetores
de {w1,...,Wn} sejam nulos, porque entdo {vi,v2} n3o seria linearmente
independente (teriamos uma combinag3o linear de v; e v igual a zero).
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Lema

Suponha que {vi,...,v} seja um conjunto de vetores linearmente
independentes do subespaco S gerados por {wy,...,wp}.

Entdo k < m.

@ Como {ws,...,wpy} gera S, o vetor u; é uma combinaggo linear:
Vi =2Z1W1 + - + ZnWn

E pelo menos um dos z; ndo é nulo. Podemos limpar isso w; e deduzir que
{Vi,W1, ..., Wj_1,Wj41,...,Wn} gera S.

@ Como {vi,W1,...,Wj_1,Wjt1,...,Wn} gera S, o vetor vo é uma combinacdo
linear de v; e m — 1 vetores do todo {w1,...,wp}.

N3o pode acontecer que nessa combinag3o linear, todos os coeficientes dos vetores
de {w1,...,Wn} sejam nulos, porque entdo {vi,v2} n3o seria linearmente
independente (teriamos uma combinag3o linear de v; e v igual a zero).

@ Apés j etapas, sabemos que {vi,...,v;} juntamente com m — j vetores de
{w1,...,wn}, eles geram S, ent3o o vetor vj11 é uma combina¢do linear desse
conjunto.

N3o pode acontecer que nessa combinag3do linear, todos os coeficientes dos vetores
de {wy,...,wn} sejam nulos, porque ent3o {vi,...,v;} n3o seria linearmente
independente. Em particular, m deve ser maior que j, mas podemos iterar esse

processo até j = k, depois k < m.
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Conjuntos de geradores vs conjuntos linearmente independentes

@ Qualquer conjunto de vetores linearmente independentes de um
subespaco S pode ser concluido até que uma base seja obtida.

@ A partir de qualquer conjunto de geradores, podemos eliminar alguns
vetores até vocé obter uma base.
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Conjuntos de geradores vs conjuntos linearmente independentes

@ Qualquer conjunto de vetores linearmente independentes de um
subespaco S pode ser concluido até que uma base seja obtida.

@ A partir de qualquer conjunto de geradores, podemos eliminar alguns
vetores até vocé obter uma base.

@ Se {v1,...,vx} for linearmente independente, mas n3o é uma base, é
que existe um vetor w € S que n3o € uma combinacio linear de
{Vl, N ,Vk}.
O conjunto {v1,..., vk, w} também é linearmente independente.
Se n3o gerar S, repetimos o processo.Como uma linha de vetores
linearmente independentes de S, ndo pode ter mais elementos do que
um conjunto de geradores, o processo deve terminar em uma base.
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Conjuntos de geradores vs conjuntos linearmente independentes

@ Qualquer conjunto de vetores linearmente independentes de um
subespaco S pode ser concluido até que uma base seja obtida.

@ A partir de qualquer conjunto de geradores, podemos eliminar alguns
vetores até vocé obter uma base.

@ Se {vi,..., vk} for linearmente independente, mas n3o é uma base, é
que existe um vetor w € S que n3o € uma combinacio linear de
{Vl, N ,Vk}.
O conjunto {v1,..., vk, w} também é linearmente independente.
Se n3o gerar S, repetimos o processo.Como uma linha de vetores
linearmente independentes de S, ndo pode ter mais elementos do que
um conjunto de geradores, o processo deve terminar em uma base.

@ Se {wy,...,wp} gera S, mas ndo é linearmente independente, ha
uma combinac3o linear:

ziW1 + -+ Zpwy, =0
com pelo menos um ndmero z; nao nulo.Entao podemos limpar:

—Z —Zj_ —Zj
_ 4l -1 Sl o
P. Angulo,F. Macia (UP) Subespagos vetoriais Algebra Linear 17 /29



dimens3o de um subespaco vetorial

Dimensién de S

A dimencdo de um subespaco vetorial S de R" é o niimero de elementos
de uma base.
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dimens3o de um subespaco vetorial

Dimensién de S
A dimencdo de um subespaco vetorial S de R" é o niimero de elementos

de uma base.

Consequéncias faceis do que vimos:
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dimens3o de um subespaco vetorial

Dimensién de S
A dimencdo de um subespaco vetorial S de R" é o niimero de elementos

de uma base.

Consequéncias faceis do que vimos:
@ O nimero de elementos de qualquer base é sempre o mesmo.
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dimens3o de um subespaco vetorial

Dimensién de S
A dimencdo de um subespaco vetorial S de R" é o niimero de elementos

de uma base.

Consequéncias faceis do que vimos:
@ O nimero de elementos de qualquer base é sempre o mesmo.
@ Se {vi,..., vk} for linearmente independente e estiver contido em um
subespaco S da dimensdo k, entdo é a base de S.
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dimens3o de um subespaco vetorial

Dimension de S
A dimencdo de um subespaco vetorial S de R" é o niimero de elementos

de uma base.

Consequéncias faceis do que vimos:
@ O nimero de elementos de qualquer base é sempre o mesmo.

@ Se {vi,..., vk} for linearmente independente e estiver contido em um
subespaco S da dimensdo k, entdo é a base de S.
o Se {wy,...,wp} gera S e dim(S) = m, entdo é a base de S.

P. Angulo,F. Macia (UP) Subespagos vetoriais Algebra Linear 18 /29



dimens3o de um subespaco vetorial

Dimension de S
A dimencdo de um subespaco vetorial S de R" é o niimero de elementos
de uma base.

Consequéncias faceis do que vimos:
@ O nimero de elementos de qualquer base é sempre o mesmo.

@ Se {v1,...,v,} for linearmente independente e estiver contido em um
subespaco S da dimensdo k, entdo é a base de S.
o Se {wy,...,wp} gera S e dim(S) = m, entdo é a base de S.

@ Se um subespaco S estiver contido em outro T e tiver a mesma
dimensao, eles sdo iguais.
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dimensoes e bases dos subespacos vetoriais usuais

subespaco trivial. Dizemos que A dimensdo do subespaco trivial (cujo
dnico elemento é o vetor zero) é 0.
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dimensodes e bases dos subespacos vetoriais usuais

subespaco trivial. Dizemos que A dimensdo do subespaco trivial (cujo
dnico elemento é o vetor zero) é 0.

reta vetorial. A reta vetorial é um subespago que pode ser gerado por um
dnico vetor v ndo nulo (e, portanto, ndo é o subespago
trivial).Sua dimens3o é 1.Qualquer conjunto com um tnico
elemento Av para A # 0 é uma base.
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dimensoes e bases dos subespacos vetoriais usuais

subespaco trivial. Dizemos que A dimensdo do subespaco trivial (cujo
dnico elemento é o vetor zero) é 0.

reta vetorial. A reta vetorial é um subespago que pode ser gerado por um
dnico vetor v ndo nulo (e, portanto, ndo é o subespago
trivial).Sua dimens3o é 1.Qualquer conjunto com um tnico
elemento Av para A # 0 é uma base.

plano. A plano vetorial é um subespaco que pode ser gerado por
dois vetores que ndo sdo um miiltiplo do outro (e, portanto,
ndo é uma linha).Sua dimens3o é 2.Qualquer conjunto
{v,w} com dois elementos de modo que v, w n3o sdo um
multiplo do outro é uma base.
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dimensoes e bases dos subespacos vetoriais usuais

subespaco trivial. Dizemos que A dimensdo do subespaco trivial (cujo
dnico elemento é o vetor zero) é 0.

reta vetorial. A reta vetorial é um subespago que pode ser gerado por um
dnico vetor v ndo nulo (e, portanto, ndo é o subespago
trivial).Sua dimens3o é 1.Qualquer conjunto com um tnico
elemento Av para A # 0 é uma base.

plano. A plano vetorial é um subespaco que pode ser gerado por
dois vetores que ndo sdo um miiltiplo do outro (e, portanto,
ndo é uma linha).Sua dimens3o é 2.Qualquer conjunto
{v,w} com dois elementos de modo que v, w n3o sdo um
multiplo do outro é uma base.

Espaco total. Veremos mais tarde é impossivel gerar o espago total R"
com menos de n vetores, entdo A dimensdo do espago total é
n.
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Ortogonal de um subespaco
g G @

S+ é o ortogonal a S

O subespaco ortogonal para um subespago vetorial S (também é

chamado complemento ortogonal):

S:{Zl-V1+---+Zk-VkZ 21,...ZkE]R}

E o conjunto de todos os vetores w que s3o ortogonais a todos os vetores
de S:

St ={w: w-v =0 para todosv € S}
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Ortogonal de um subespaco @
=

S+ é o ortogonal a S

O subespaco ortogonal para um subespago vetorial S (também é
chamado complemento ortogonal):

5:{21-V1+---+Zk-vki 21,...ZkER}

E o conjunto de todos os vetores w que s3o ortogonais a todos os vetores
de S:

St ={w: w-v =0 para todosv € S}

E suficiente comprobar ortogonalidad aos geradores

Se w ¢é ortogonal para v; para j =1...k, é ortogonal a tudo S.

Ent3do podemos escrever

St = (vi,va,v3) " = {v1,vp, w3}t

P. Angulo,F. Macia (UP) Subespagos vetoriais Algebra Linear 20/29



Exemplo de subespaco ortogonal

Calculamos a ortogonal para o seguinte subespaco: =
2 0
{yvi+zva:y,zeR}, vi=| 1 |,va=| 0
0 1
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Exemplo de subespaco ortogonal
Calculamos a ortogonal para o seguinte subespaco:

2 0
{yvi+zva:y,zeR},vi=| 1| ,va= |0
0 1
X
Eles s3o os vetores w = | y | que s3o ortogonais para vy € vo:
z
X
v{ Jo 2x +y =0
v27 Y 0’ z =0
z
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Exemplo de subespaco ortogonal
Calculamos a ortogonal para o seguinte subespaco:

2 0
{yvi+zva:y,zeR},vi=| 1| ,va= |0
0 1
X
Eles s3o os vetores w = | y | que s3o ortogonais para vy € vo:
z
v/ x 0 2x 4y =0
v27 Y1 = 1ol z =0

N
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Exemplo de subespaco ortogonal
Calculamos a ortogonal para o seguinte subespaco:

2 0
{yvi+zva:y,zeR},vi=| 1| ,va= |0
0 1
X
Eles s3o os vetores w = | y | que s3o ortogonais para vy € vo:
z
v/ 1 To 2% 4y =0
v27 ol z =0

S+ & o conjunto de solucdes de um sistema de equacdes homogéneas!

)
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Ortogonal de um subespaco vetorial e sistemas de ecuacdes lineares
homogéneas

S é sempre o conjunto de solucdes de um sistema de equacdes lineares
homogeéneas!
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Ortogonal de um subespaco vetorial e sistemas de ecuacdes lineares
homogéneas

S é sempre o conjunto de solucdes de um sistema de equacdes lineares
homogeéneas!
Entdo S* é sempre um subespaco vetorial
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Ortogonal de um subespaco vetorial e sistemas de ecuacdes lineares
homogéneas

S é sempre o conjunto de solucdes de um sistema de equacdes lineares
homogeéneas!
Entdo S* é sempre um subespaco vetorial

Qual é a dimens3o deste subespaco vetorial?
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Ortogonal de um subespaco vetorial e sistemas de ecuagbes lineares
homogéneas

S é sempre o conjunto de solucdes de um sistema de equacdes lineares
homogeéneas!
Entdo S* é sempre um subespaco vetorial

Qual é a dimens3o deste subespaco vetorial?  Propomos o sistema de equacdes:

T
\"A1 X1 0
V) Xn 0

O método de Gauss nos permite encontrar um sistema de equacdes com as mesmas
solucdes e escalonados, para que o subespaco vetorial de solugSes seja formado

SL:{Yl-W1+-~-+ym~wm: Yi,...¥Ym € R}

onde m é o nimero de varidveis gratuitas ao colocar o sistema em uma forma

escalonada.
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Ortogonal de um subespaco vetorial e sistemas de ecuagbes lineares
homogéneas

S é sempre o conjunto de solucdes de um sistema de equacdes lineares
homogeéneas!
Entdo S* é sempre um subespaco vetorial

Qual € a dimens3o deste subespaco vetorial?  Propomos o sistema de equacdes:
T

Vi X1 0
V) Xn 0

O método de Gauss nos permite encontrar um sistema de equacdes com as mesmas
solucdes e escalonados, para que o subespaco vetorial de solugSes seja formado

SL:{)’l-W1+-~-+ym~wm: Yi,...¥Ym € R}

onde m é o niimero de varidveis gratuitas ao colocar o sistema em uma forma
escalonada. Mas fazer opera¢des elementares nas fileiras da matriz é equivalente a
tomar combinag¢des lineares de {vi,...,vc}: o nimero de varidveis vinculadas no
sistema escalonado equivalente é menor que k se e apenas os vetores sdo dependentes

lineares. n — k.
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O ortogonal da ortogonal para S

E claro que S C S+ e, como eles tém a mesma dimens3o, deduzimos que
sao iguais.

Isso nos permite expresse um subespaco vetorial como o conjunto de
solugées de um sistema de equagdes lineares homogéneas.
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O ortogonal da ortogonal para S

E claro que S C S+ e, como eles tém a mesma dimens3o, deduzimos que
sao iguais.

Isso nos permite expresse um subespaco vetorial como o conjunto de
solugées de um sistema de equagdes lineares homogéneas.

2 0
Por exemplo, para S = < 11,10 > Nds vimos isso
0 1

1
Si:< 12 >
0
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O ortogonal da ortogonal para S

E claro que S ¢ S++

e, como eles tém a mesma dimens3o, deduzimos que
sao iguais.

Isso nos permite expresse um subespaco vetorial como o conjunto de
solugées de um sistema de equagdes lineares homogéneas.

2 0
Por exemplo, para S = < 11,10 > Nds vimos isso
0 1
_1
2
St= < 1 > Entdo
0
X X X
S = y [—% 1 0] y | =03 = y | :i—=x4+y=0
z z
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SeSt

Descrip¢do vetorial de S Descripcdo implicita de S+
2 0
s=(| L] o) s[5 3] w0}
0 1
Método de Gauss‘ Método de Gauss

S={v:[-}1 0]'V:°}<—SL:< _(1)% >

Descripcdo implicita de S Descrip¢3o vetorial de S+
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Se comegarmos com um sistema de geradores arbitrério@

O que acontece se usarmos o método anterior com um sistema de
geradores que n3o é uma base? Seja S = (v1,...,vk)
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Se comegcarmos com um sistema de geradores arbitrério
O que acontece se usarmos o método anterior com um sistema de
geradores que n3o é uma base? Seja S = (v1,...,vk) Propomos o
sistema de equacdes:

VlT X1 0
v k] Xn 0
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Se comegcarmos com um sistema de geradores arbitrério

O que acontece se usarmos o método anterior com um sistema de
geradores que n3o é uma base? Seja S = (v1,...,vk) Propomos o
sistema de equacdes:

VlT X1 0
v k’ Xn 0

Aplicando o método Gauss, alcancamos um sistema de equacdes com as
mesmas solugdes e cuja matriz coeficiente é escalonada:

u/ X1 0

u/ Xn 0
Os vetores da linha ulT, e uL sao combinacdes lineares de vetores
Vi,...,Vk, geram o mesmo espaco e s3o linearmente independentes,

porque a matriz de coeficientes é escalonada.Vejamos um exemplo ...
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Exemplo
Queremos encontrar uma base do subespaco S e escrevé-lo implicitamen

2 -1 1
5:< 11,1 2 |, -1 >
1 2 -1
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Exemplo
Queremos encontrar uma base do subespaco S e escrevé-lo implicitamente®

2 -1 1
5:< 11,1 2 |, -1 >
1 2 -1

Propomos o sistema de equacdes:

2 1 1 x 0
1 2 2 yl=1]0
1 -1 -1 z 0
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Exemplo
Queremos encontrar uma base do subespaco S e escrevé-lo implicitamente®

2 -1 1
5:< 19, 2 |, -1 >
1 2 -1

Propomos o sistema de equagdes:

2 1 1 x 0
-1 2 2 y|l=10
1 -1 -1 z 0

Aplicamos o método de Gauss para encontrar um sistema escamado
equivalente:

2 1 1 X 0 5 1 1 x 0
0 3 3 y =10|:lg 5| |Y|=]0
0o -3 -3 z 0 2 2 z 0
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Para colocar o sistema anterior de uma forma escalonada, adotamos

2 1 1
combinacdes lineares das fileiras da matriz | =1 2 2 e apenas
1 -1 -1
descartamos as fileiras nulas, entdo as novas linhas que encontramos:
2 0
u; = 1 , U = g
1 2

Eles s30 uma base de S.
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Para colocar o sistema anterior de uma forma escalonada, adotamos

2 1 1
combinacdes lineares das fileiras da matriz | =1 2 2 e apenas
1 -1 -1
descartamos as fileiras nulas, entdo as novas linhas que encontramos:
2 0
_ _ | 5
u; = 1 ,Up = g
1 2

Eles s30 uma base de S. Além disso, agora é muito facil resolver o sistema

(2 1 1 x 0
0 5 5 y|=10
L 2 2 > 0
[0 X
para calcular St = 1 . Portanto S = y|:y—z=0
-1 z
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descricdes de S e S+

Descripcdo vetorial de S Descripcdo implicita de S+
vi
S=g,...,v)—=St=Sw:| ... | - w=0
v/
k
Método de Gauss Método de Gauss
wy
S=<v v=0p~— St =(wy,...,w, )
w!
n—k
Descrip¢do implicita de S Descripcdo vetorial de S+
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dimensdo de S+ para alguns espacos

@ A ortogonal para subespaco trivial é o espaco total e vice-versa.
A dimensao do espaco trivial é 0, a do espaco total é n — 0 = n.
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dimensdo de S+ para alguns espacos

@ A ortogonal para subespaco trivial é o espaco total e vice-versa.
A dimensao do espaco trivial é 0, a do espaco total é n — 0 = n.

e A reta vetorial em R? tem dimens3o 1, e seu ortogonal é outra linha
de dimensdo vetorial 2 —1 = 1.
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dimensdo de S+ para alguns espacos

@ A ortogonal para subespaco trivial é o espaco total e vice-versa.
A dimensao do espaco trivial é 0, a do espaco total é n — 0 = n.

@ A reta vetorial em R? tem dimens3o 1, e seu ortogonal é outra linha
de dimens3o vetorial 2 — 1 = 1.

@ O subespaco ortogonal para uma reta vetorial em R3 tem dimensio
3 —1=2: é um plano vetorial.
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dimensdo de S+ para alguns espacos

@ A ortogonal para subespaco trivial é o espaco total e vice-versa.
A dimensao do espaco trivial é 0, a do espaco total é n — 0 = n.

@ A reta vetorial em R? tem dimens3o 1, e seu ortogonal é outra linha
de dimens3o vetorial 2 — 1 = 1.

@ O subespaco ortogonal para uma reta vetorial em R3 tem dimensio
3 —1=2: é um plano vetorial.

@ O subespaco ortogonal para um reta vetorial em R” tem dimens3o
n— 1 (um subespaco da dimens3o St é chamado hyperplano).

P. Angulo,F. Macia (UP) Subespagos vetoriais Algebra Linear 29/29



